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Введение
Исследование фрустрированных магнитных систем представляет интерес в связи с яв-

лением спиновой жидкости [1]. Одной из простейших фрустрированных систем является 
антиферромагнетик на двухмерной треугольной решетке. Система описывается класси-
ческой моделью Гейзенберга, учитывающей попарное взаимодействие ближайших сосед-
них спинов, представленных трехмерными векторами. При нулевой температуре магнит-
ная система находится в основном состоянии – конфигурации спинов на решетке, при 
которой энергия взаимодействия минимальна. На квадратной решетке спины в основном 
состоянии беспрепятственно выстраиваются попарно в противоположных направлени-
ях, но на треугольной решетке такая конфигурация невозможна. Это связано с тем, что из 
трех ближайших соседей два спина выстраиваются в противоположных направлениях, а 
третий не может одновременно минимизировать свое взаимодействие с ними. Такое яв-
ление называется геометрической фрустрацией (см., например, [2]).
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Рассмотрен антиферромагнетик с классическими спинами на двухмерной треугольной решетке во 
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согласии с симуляциями Монте-Карло. Учет анизотропии приводит к возникновению плато намаг-
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We consider an antiferromagnet with classical spins on two-dimensional triangular lattice in the external 
magnetic field with the single-ion anisotropy. Using a novel machine learning method, we calculate the 
ground states and obtain the magnetization phase diagram in dependence on the external magnetic field 
and anisotropy coefficient. We show that the calculation results are in good agreement with Monte-Carlo 
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В отсутствии внешнего магнитного поля основным состоянием антиферромагнетика 
на треугольной решетке является конфигурация, при которой соседние спины составля-
ют угол в 120 ° друг с другом [3]. С ростом величины магнитного поля происходят фазо-
вые переходы системы между четырьмя различными основными состояниями [4]. В част-
ности, при некоторой единственной критической величине магнитного поля, система 
находится в основном состоянии uud, где два ближайших спина направлены вдоль внеш-
него поля, а третий – в противоположном направлении. В работе [5] показано, что учет 
одноионной анизотропии приводит к возникновению небольшой, но конечной, области 
значений магнитного поля, при которых наблюдается основное состояние uud. На суще-
ствование этой области указывает плато на уровне 1/3, наблюдаемое на фазовой диаграм-
ме намагниченности. В настоящей работе проведено исследование размеров этого плато 
в зависимости от величины коэффициента анизотропии.

Стандартным методом поиска основных состояний магнитных систем до последнего 
времени являлись многомасштабные симуляции Монте-Карло на основе алгоритма Ме-
трополиса (см., например, [6]). Однако, в связи с развитием методов машинного обуче-
ния для решения физических задач (см., например, [7; 8]), недавно был предложен новый 
метод поиска основных состояний классических магнитных систем [9]. Идея метода за-
ключается в обучении нейронной сети без учителя для поиска конфигурации взаимодей-
ствующих спинов на решетке, при которой магнитная энергия системы, выступающая в 
роли функции потерь, минимальна. В работе [9] показано существенное преимущество 
нового метода над традиционными симуляциями Монте-Карло в эффективности опти-
мизации. В работе [9] метод использован для поиска основных состояний магнетиков на 
прямоугольной решетке. В настоящей работе метод модифицирован для треугольной ре-
шетки и использован для расчета основных состояний антиферромагнетика в зависимо-
сти от внешнего магнитного поля и коэффициента анизотропии.

Статья построена следующим образом. В разделе 1 описана модель антиферромагне-
тика на треугольной решетке во внешнем поле с одноионной анизотропией. В разделе 2 
кратко изложен вычислительный метод для поиска основного состояния на основе ма-
шинного обучения. В разделе 3 приведены численные результаты, фазовая диаграмма на-
магниченности и их обсуждение. Раздел 4 суммирует результаты работы.

1. Модель
Рассмотрим модель Гейзенберга с классическими спинами на треугольной решетке, 

описываемую гамильтонианом
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где ( ), ,yx z
i i i iS S S=S  – трехмерные векторы спинов, 1i =S , J  – коэффициент обменного 

взаимодействия, B  – величина внешнего магнитного поля (направленного вдоль оси z ) 
и 0D >  – коэффициент одноионной анизотропии. Суммирование в первом слагаемом 
происходит по всем ближайшим соседям ,i j  на двухмерной треугольной решетке с пе-
риодическими краевыми условиями. В зависимости от знака коэффициента J , гамильто-
ниан (1) описывает ферромагнетик ( 0J < ) или антиферромагнетик ( 0J > ). В настоящей 
работе рассматривается антиферромагнитная система.

2. Вычислительный метод
Для поиска основного состояния модели (1) используем метод машинного обуче-

ния [9]. В основе метода лежит обучение нейронной сети, схематично представленной на 
Рис. 1. На вход нейронной сети подается вектор размерности n  из случайных чисел. На 
каждом шаге обучения нейронной сети генерируется случайная выборка размерности 
[ ],bn n  из таких векторов X . Далее нейронная сеть преобразует входные величины по 
формуле Y XW C= + , где W  и C  – веса и смещение нейронной сети размерностей [ ],3n m  
и [ ]1,3m  соответственно. В качестве выходных нейронов выступает вектор размерности 
3m , где m L L= ×  – полное число спинов (трехмерных векторов) на решетке размерности 
L . На выходе получается выборка Y  размерности [ ],3bn m  из bn  конфигураций m  спи-
нов магнитной системы. Полученные векторы спинов нормируются к единичным векто-
рам. Нормировка спинов играет роль активационной функции в нейронной сети для обе-
спечения нелинейных связей между входными и выходными данными.

Рис. 1. Схематичное изображение нейронной сети и алгоритма для поиска 
основного состояния магнитной системы

Затем, используя полученную выборку из bn  конфигураций ( )1 , , m…S S  спинов маг-
нитной системы, вычисляется функция потерь, в качестве которой выступает усреднен-
ная энергетическая плотность
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где eff /i iH= −∂ ∂h S  – эффективное магнитное поле. Величина eff
ih  определяется модель-

ным гамильтонианом H  и типом решетки. Для поиска минимума функции потерь (2) ис-
пользуется метод оптимизации Adam [10] с коэффициентом скорости обучения 0.001α =  . 
Оптимизация происходит по весам W  и смещению C  нейронной сети. После обучения, 
когда алгоритм сходится к оптимальным значениям весов, обученная нейронная сеть на 

любых случайных входных данных выдает конфигурацию спинов ( )* *
1 , , m…S S , отвечающую 

основному состоянию магнитной системы. Отметим, что обучение происходит без учите-
ля, поскольку основное состояние гамильтониана H , вообще говоря, неизвестно.

Описанный метод поиска основного состояния магнитной системы реализован в виде 
программного комплекса на языке Python с использованием библиотеки машинного обуче-
ния Tensorflow [11]. Благодаря встроенным возможностям Tensorflow, программный ком-
плекс легко ускоряется за счет параллельных вычислений на графических процессорах GPU.

3. Численные результаты и обсуждение
Параметры алгоритма выбраны следующим образом: размер выборки 256bn = , число 

входных нейронов в сети 64n = , размеры решетки 9L =  ( 81m = ), число шагов обучения 
410N = . Параметры модели (1): коэффициент обменного взаимодействия выбран рав-

ным 1J = , коэффициент анизотропии / 0.05D J =  взят из работы [5], а внешнее магнит-
ное поле /B J  варьируется в диапазоне от 0 до 9. Все расчеты проведены на графическом 
процессоре GPU с использованием суперкомпьютера “Жорес” [12].

На Рис. 2 представлены конфигурации спинов на решетке в основных состояниях, вычис-
ленных методом машинного обучения. Как видно из рисунка, алгоритм распознает четыре 
основных состояния системы в зависимости от величины внешнего поля /B J . При малых 
значениях /B J , система находится в основном состоянии Y, где один ближайший спин на-
правлен обратно к направлению поля, а два других образуют “рогатку”, направленную в сто-
рону поля (Рис. 2a). При достижении некоторого критического значения /B J , система пе-
реходит в состояние uud, где два ближайших спина направлены вдоль поля, а третий – в об-
ратном направлении (Рис. 2b). Затем система переходит в скошенное состояние, где два бли-
жайших спина немного отклоняются от направления поля, а третий плавно разворачивается 
с ростом /B J  в направлении поля (Рис. 2c). Наконец, система переходит в поляризованное 
состояние, где все спины направлены вдоль магнитного поля (Рис. 2d). Полученные основ-
ные состояния находятся в качественном согласии с результатами работы [5].

Чтобы оценить количественное согласие и точность полученных результатов, постро-
им фазовую диаграмму намагниченности в направлении оси z  и сравним с результатами 
работы [5]. Намагниченность вычисляется по формуле 
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и принимает значения в диапазоне от нуля до единицы. При малых значениях магнитного 

поля /B J , когда система находится в состоянии Y, намагниченность zM  возрастает от 
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нуля к 1/3. Фазе uud отвечает плато zM  на уровне 1/3. В скошенной фазе zM  возрастает 

от 1/3 к единице. Когда zM  достигает единицы, система переходит в поляризованное со-

стояние. На Рис. 3a приведена фазовая диаграмма намагниченности zM  как функции маг-
нитного поля вычисленная с использованием метода машинного обучения, в сравнении с 
результатами симуляций Монте-Карло [5]. Из рисунка видно, что результаты двух мето-
дов почти полностью совпадают. Различия наблюдаются только на плато 1/3 в фазе uud: 
метод машинного обучения дает границы плато в интервале 2.7 / 3.5B J≤ ≤  против 
2.9 / 3.3B J≤ ≤ , полученного в симуляциях Монте-Карло. Различие результатов объясняет-
ся тем, что поиск основного состояния в симуляциях Монте-Карло происходит при близ-
ких к нулю, но конечных температурах. В работе [9] отмечено, что метод машинного об-
учения сходится к спиновым конфигурациям, отвечающим меньшим значениям энергии 
системы (целевой функции), чем симуляции Монте-Карло. В связи с этим можно утверж-
дать, что полученная оценка границ плато более точная.

Рис. 2. Конфигурации спинов антиферромагнетика на треугольной решетке (1) с 
коэффициентами обменного взаимодействия 1J =  и анизотропии / 0.05D J = , вычисленные 
методом машинного обучения для a) Y, b) uud, c) скошенного и d) поляризованного основных 

состояний при внешнем магнитном поле равном / 1B J = , 3, 7 и 9 соответственно. Стрелки 
указывают направления спинов в плоскости xz , а цветом отмечены величины y -компоненты yS . 

file:///E:/ARJ/MIC/MIC/Program%20Files/WORK/%d0%a0%d0%9e%d0%a1%d0%9d%d0%9e%d0%a3/%d0%b6%d1%83%d1%80%d0%bd%d0%b0%d0%bb%20%d0%a1%d0%bb%d0%be%d0%b6%d0%bd%d1%8b%d0%b5%20%d1%81%d0%b8%d1%81%d1%82%d0%b5%d0%bc%d1%8b/%e2%84%96%203/%d0%92%d0%b5%d1%80%d1%81%d1%82%d0%ba%d0%b0/text/ \
file:///E:/ARJ/MIC/MIC/Program%20Files/WORK/%d0%a0%d0%9e%d0%a1%d0%9d%d0%9e%d0%a3/%d0%b6%d1%83%d1%80%d0%bd%d0%b0%d0%bb%20%d0%a1%d0%bb%d0%be%d0%b6%d0%bd%d1%8b%d0%b5%20%d1%81%d0%b8%d1%81%d1%82%d0%b5%d0%bc%d1%8b/%e2%84%96%203/%d0%92%d0%b5%d1%80%d1%81%d1%82%d0%ba%d0%b0/text/ \
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Рис. 3. a) Фазовая диаграмма намагниченности zM  антиферромагнетика на треугольной решетке 
(1) при фиксированном значении коэффициента анизотропии / 0.05,D J =  вычисленная методом 

машинного обучения, в сравнении с симуляциями Монте-Карло [5]. Вертикальные пунктирные 
линии разделяют фазы, помеченные как Y – Y-фаза, U – фаза uud, C – (canted) скошенная фаза и P 

– поляризованная фаза. На врезке дана более подробно область плато 1/3  zM с большим 
количеством расчетных точек. b) Фазовая диаграмма намагниченности zM  как функции 

магнитного поля /B J  и коэффициента анизотропии /D J , вычисленная методом машинного 
обучения. Пунктирные кривые разделяют четыре основных состояний – Y, U, C и P.

Для ответа на вопрос, как меняется граница плато в зависимости от коэффициента 

анизотропии /D J , построена фазовая диаграмма намагниченности zM  как функции 
/B J  и /D J  (см. Рис. 3b). Результаты расчетов показывают, что увеличение степени ани-

зотропии приводит к существенным изменениям границ плато в фазе uud. Так, при 
/ 0.05D J =  границы плато лежат в интервале 2.7 / 3.5B J≤ ≤ , а при / 1D J =  – в интервале 

file:///E:/ARJ/MIC/MIC/Program%20Files/WORK/%d0%a0%d0%9e%d0%a1%d0%9d%d0%9e%d0%a3/%d0%b6%d1%83%d1%80%d0%bd%d0%b0%d0%bb%20%d0%a1%d0%bb%d0%be%d0%b6%d0%bd%d1%8b%d0%b5%20%d1%81%d0%b8%d1%81%d1%82%d0%b5%d0%bc%d1%8b/%e2%84%96%203/%d0%92%d0%b5%d1%80%d1%81%d1%82%d0%ba%d0%b0/text/ \
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1 / 5B J≤ ≤ . Кроме того, с ростом /D J  поляризация спинов наступает при меньшем зна-
чении поля /B J . При / 0.05D J =  переход в поляризованную фазу происходит при 

/ 9B J = , а при / 1D J =  полная поляризация наступает при / 7B J = .
4. Выводы

В настоящей работе новый метод машинного обучения успешно применен для иссле-
дования простой фрустрированной магнитной системы – антиферромагнетика с класси-
ческими спинами на треугольной решетке. Показано, что алгоритм распознает четыре 
основных состояния – Y, uud, скошенное и поляризованное – в зависимости от величины 
внешнего магнитного поля в качественном согласии с симуляциями Монте-Карло. С по-
мощью алгоритма вычислена фазовая диаграмма намагниченности zM  как функции 
внешнего магнитного поля /B J  и коэффициента анизотропии /D J . Показано, что рас-
чет zM  при малом /D J  находится в полном согласии с симуляциями Монте-Карло, что 
подтверждает наличие плато 1/3 zM  в конечном интервале значений /B J , соответству-
ющем фазе uud. Получены оценки границ плато в зависимости от степени анизотропии: 
при / 0.05D J =  плато сохраняется в интервале 2.7 / 3.5B J≤ ≤ , а при / 1D J =  – в интервале 
1 / 5B J≤ ≤ . Полученные результаты показывают, что границы плато 1/3 zM  и фазы uud 
монотонно возрастают с ростом /D J .

Результаты работы открывают перспективы приложения метода машинного обуче-
ния для исследования более сложных фрустрированных магнитных систем, таких как 
скирмионы в модели с решеткой Шастри-Сазерлэнда и взаимодействием Дзялошинско-
го-Мория [12].
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