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MATHEMATICAL MODELS OF AUTOMATIC  
CONTROL SYSTEMS WITH PULSE-WIDTH  

MODULATION

It is proposed to improve the methods of constructing mathematical models of pulse-width systems of 
the second kind, as well as pulse-width systems – 1 and pulse-width systems – 2 with a variable contin-
uous part.
Keywords: pulse width modulation, mathematical model, pulse width system of the first and second 
kind.

Введение

В настоящее время широтно-импульсная модуляция (ШИМ) активно используется 
в системах электропитания промышленных объектов (насосах подачи топлива, вентиля-
торах охлаждающих систем, подъемно-транспортном оборудовании, лифтах, системах 
приводов антенн, системах управления КА с  широтно-импульсным управлением ис-
полнительными органами). Цифровые устройства наиболее естественно вписываются 
в структуру систем управления с ШИМ. Это обусловлено принципом действия преобра-
зователей кодов в аналоговые величины, в которых значения кода в дискретный момент 
времени преобразуются в длительность импульса, что эквивалентно ШИМ первого рода.

В широтно-импульсных системах (ШИС) первого рода длительность импульсов явля-
ется функцией равноотстоящей последовательности управляемой величины. На практике 
применяются также системы с широтно-импульсной модуляцией второго рода [1; 6–8; 15].  
Их характерной особенностью является то, что для формирования управляющего воздей-
ствия изменение управляемой величины осуществляется не в равноотстоящие моменты 
времени. Это затрудняет применение к ним методов, рассмотренных в работе [4]. Для ис-
следования систем с ШИМ-2 используются импульсные характеристики и передаточные 
функции [2; 5; 10–14], полученные методом переменных состояния.

Во многих импульсных системах параметры и структура непрерывной части изменя-
ются в течение каждого периода дискретности синхронно со значениями управляюще-
го воздействия. Широтно-импульсные стабилизаторы напряжения являются примером 
таких систем. Анализу этого вида ШИС посвящено незначительное количество работ  
[6; 15], причем рассматривались системы с модуляцией только второго рода. Линейные 
импульсные системы с изменяющейся непрерывной частью исследовались в [3].

Таким образом, наиболее развиты методы получения математических моделей систем 
ШИМ-1 с неизменной непрерывной частью. Новые результаты исследований таких си-
стем не нашли еще применения при анализе широтно-импульсных систем второго рода. 
Немногочисленные работы посвящены исследованию ШИС-2 со скачкообразно меняю-
щейся непрерывной частью, и отсутствуют результаты анализа таких систем при широт-
но-импульсной модуляции первого рода.

Для развития методов исследования ШИМ необходимо совершенствование способов 
построения математических моделей широтно-импульсных систем второго рода, а также 
ШИС-1 и ШИС-2 с переменной непрерывной частью.
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Математические модели широтно-импульсных систем первого рода

Большой класс систем ШИС-1 структурно можно представить в виде схемы (рис. 1).

Рис. 1. Широтно-импульсная система первого рода
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Непрерывная часть описывается передаточными функциями по управляющему воз-
действию W0(p) и по возмущению Wf  (p), f  (t) – действующее на систему возмущение. 
На выходе формирующего устройства (ФУ-I) последовательность импульсов, модулиро-
ванных по длительности:

( ) ( ) ( )
( ) ( )

, при  γ ,

0,              при  γ 1 ,
i

i

hsgne i iT t i T
U t

i T t i T

 ≤ < += 
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                                    (1)

где h – постоянная амплитуда;
γi – скважность импульсов на -м периоде дискретности i = 0,1.
На практике обычно используются формирующие устройства, имеющие линейную 

модуляционную характеристику с насыщением [3; 6]:

( )
1sat .i ieγ =
β

                                                                      (2)

Линейный дискретный фильтр с периодом дискретности T преобразует последова-
тельность значений ошибки управления

( ) ( ) ( )1e i g i y i= −                                                                  (3)
в последовательность входных величин формирующего устройства. Процесс преобразо-
вания в операторной форме записывается в виде соотношения

( ) ( ) ( )1 .E z D z E z=                                                                (4)
Особенность получения математической модели импульсной системы состоит в необ-

ходимости одновременного учета дискретных и непрерывных элементов.

1. Уравнения состояния широтно-импульсных систем первого рода
Одной из основных проблем описания ШИС уравнениями состояния является полу-

чение уравнений, описывающих непрерывную часть системы совместно с формирующим 
устройством.

Непрерывная часть системы с ШИМ-1 (см. рис. 1) может быть описана уравнениями 
состояния [3; 7]:

,

ç ,T

x Ax bu mf
y c x du f
= + +

= + +
                                                              (5)

где x – n-мерный вектор переменного состояния;
A – матрица размерности n × n;
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m, c – векторы – столбцы длины n;
d, η – постоянные коэффициенты;
y – выходная величина.
Вывод уравнений состояния широтно-импульсных систем основан на получении реше-

ния первого из уравнений (5), имеющего следующий вид [4; 7; 8]:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

0 .
t t

A t A t A t

t t

x t e x t e bu d e mf d−τ −τ −τ= + τ τ + τ τ∫ ∫                            (6)

Вычисление (6) при управлении (1) наиболее удобно производить, если уравнения 
состояния (5) записаны в канонической форме [1; 6], поскольку при этом матрица A – 
диагональная.

Обычно решение (6) определяется при совпадении с началом периодов дискретности 
по крайней мере одного момента наблюдения вектора переменных состояния [4; 8; 15].

Вывод уравнений состояния приведенной непрерывной части (ПНЧ) в  этом случае 
можно произвести следующим образом (для сокращения количества проводимых соот-
ношений полагается f = 0).

Пусть скважность управляющего воздействия на -м периоде дискретности равна γi, а 
на (i + 1)-м – γi+1. Решение уравнений (5) по правилу (6) позволяет найти уравнения со-
стояния:
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Уравнения (7) записаны в нормальной форме, когда d = 0.
При вычислении * *

0ε 1ε и b b и * *
0ε 1ε и b b , если матрица A – неособенная, можно использовать соот-

ношение
( )( )

1
0 11

0

1 ,
a

A a aAaA

a

e bd A e E e b−σ −σ = −∫                                            (8)

где E – единичная матрица;
  0 1  ,a a  – произвольные пределы интегрирования.
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Из полученной модели приведенной непрерывной части (7) как частные случаи следу-
ют известные уравнения систем с ШИМ [6; 7] Например, уравнение

( ) ( ) ( )* *
0 01  x i A x i b hsgnu i+ = +                                                            (9)

получается при ε0 = ε1 = 1 или ε0 = ε1 = 0, когда

( )
( ) γ* * 1

0 0
1 γ

,   i

i

T
A TAT A AT

T

A e b e bd A e E e b.σ −

−

= = σ = −∫                                   (10)

Если же считать ε0 = 1, ε1 = ε, то получается уравнение

( ) ( ) ( )* *
ε εε  ,x i A x i b hsgnu i+ = +                                                    (11)

( )

ε
σ

0 ε *
ε ε ε

σ

ε γ

σ,       при  0 γ ,

 ,  
σ,  при γ 1.

i

T
A

i

A T
T

A
i

T

e bd

A e b
e bd

−


≤ ε <

= 
 ≤ ε <


∫

∫
                                        (12)

Для получения модели замкнутой системы необходимо уравнения (7) дополнить раз-
ностными уравнениями дискретного фильтра (4) и замыкания.

2. Передаточные функции широтно-импульсных систем первого рода
Передаточные функции являются иной формой математической модели систем.
Строго говоря, для ШИС понятие передаточной функции не применимо [7; 15].  

Однако из практических соображений оно используется, но при этом понимается, что пе-
редаточная функция неизменна лишь в течение одного периода дискретности и меняется 
от периода к периоду.

Для импульсных систем разработан метод дискретных Z  – передаточных функций. 
Наиболее распространен переход к передаточной функции непрерывной части от урав-
нений состояния:

( ) ( ) ( )
( )

1* * 0
0 0 0

0

,γ
,γ ,T B z

W z c zE A b
C z

−
= − =                                           (13)

где E – единичная n × n матрица.
Такой способ получения передаточных функций является универсальным, поскольку 

принципиально уравнения состояния могут быть составлены для любой непрерывной 
части. Кроме того, имеется возможность рассматривать и управления для неравноотсто-
ящих последовательностей (7), из которых следует:

( ) ( ) ( ) ( )
( )

   

  

1 0 0 1* * *
0 0 0ε 0ε 1ε

0

, γ, ε ,
,γ, ε .T B z

W z c zE A b b
C z

− ε
= − + =                    (14)

При получении (14) полагалось, что ( ) ( )  1 .sgnu i sgnu i= +
Необходимость выполнения матричных операций (13) и (14) может существенно ус-

ложнить анализ системы. Поэтому, если для исследований ШИС нужно получить ( )0 ,γB z  
и  ( )0C z , предпочтительнее использовать другой способ [8] (рис. 2).
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Формирующее устройство описывается передаточной функцией

( )
γ1 ,
pTeW p

p

−

φ
−=                                                               (15)

при этом постоянство амплитуды управления учитывается введением идеального релей-
ного звена. Тогда передаточная функция ПНЧ находится по той же формуле, что и для 
систем с амплитудно-импульсной модуляцией (АИМ) [1; 3]:

( ) ( ) ( )
 

10 0
0ε , γ .

W p W p
W z Z z Z

p p
−   

= =   
   

                               (16)

Преимущества этого способа заключаются как в простоте получения ( )0 , γW z , так 
и в возможности определения передаточной функции разомкнутой части широтно-им-
пульсной системы. Для  получения передаточной функции разомкнутой части ( )0 , γW z  
нужно преобразовать структурную схему (рис. 1) так, как показано на рисункн 3, и про-
вести вычисления [4].

Рис. 2. Структурная схема с ШИМ
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( ) ( ) ( )0 0, γ ,γW z W z D z= .                                                  (17)

3.  Математические модели широтно-импульсных систем с синхронным скачкообраз-
ным изменением параметров непрерывной части

Вследствие скачкообразного изменения параметров непрерывная часть системы опи-
сывается двумя различными уравнениями состояния в течение периода дискретности, 
которые можно записать в нормальной форме:

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
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2 2
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x t
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Рис. 3. Преобразование структурной схемы ШИС-1 для получения  
передаточной функции разомкнутой части 
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Использование решения (6) и согласование значений переменных состояния на интер-
валах постоянства непрерывной части внутри периодов дискретности приводят к урав-
нениям состояния ПНЧ в дискретной форме:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

* *1 γ γ  ,

,
i i

T

x i A x i b hsgnu i

y i c x i
∆ ∆+ = +

=
                                                (19)

где
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i2 21
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1 20

γ 1 γ ,

γ σ σ.

i

iTi

A T
i i

TA T AA
i

A e A T

b e e b d e b dσ

∆

−−
∆

= + −

= +∫ ∫
                                     (20)

Если передаточные функции непрерывной части имеют однократные действительные 
или комплексно-сопряженные полюса, то они могут быть представлены в виде

1

1
1

0
2

2
2

1

1

( ) ,   при  ( ) ,
–

( )
( ) ,  при  ( 1) ( 1) .

–

v

v

v

v

n

i
v

n

v

RW p iT t i T
p p

W p
RW p i T t i T

p p

=

=


= ≤ < + γ= 

 = + ≤ < +

∑

∑
                       (21)

Тогда входящие в (18) матрицы и векторы принимают следующие значения:

{ } { }
( ) ( )

1 1 1 2 1 2

1 11 1 2 12 2

 , ,   , ,

,  , ,   ,  , .
n n

T T
n n

A diag p p A diag p p

b R R b R R

= … = …

= … = …
                                (22)

Выполнение матричных операций (20) приводит к соотношениям

( ) { }   

1– 1–*
11 12 1 2 ,, , ,   ji i i i p T

i n n jA diag d d d d d e νγ γ γ γ
∆ νγ = … =                              (23)

( ) ( ) ( )
      

1 1 1 1
11 12 11 12 12* 1 1 1 2 2

11 12 1 2

1 1 ( 1) ( 1)  .
i i i i i i

T n n n n n
i

n n

R d d R d R d d R db
P P P P

−γ γ

∆

−γ −γ γ −γ − − − −γ = + + … + +   

( ) ( ) ( )
      

1 1 1 1
11 12 11 12 12* 1 1 1 2 2

11 12 1 2

1 1 ( 1) ( 1)  .
i i i i i i

T n n n n n
i

n n

R d d R d R d d R db
P P P P

−γ γ

∆

−γ −γ γ −γ − − − −γ = + + … + +   
В астатической системе 11 12 0,P P= =  поэтому

( ) ( ) ( )
1 γ γ 1 γ

11 12 11 12 12γ 1 γ
11 12 11 12

11 12

1 1
1,  γ 1 γ . 

i i i

i i
i i

R d d R d
d d R T R T

P P

− −
−

− −
= + = + −           (24)

Использование уравнений состояния (19) для получения модели замкнутой системы, 
в том числе передаточных функций, можно производить как в ШИС с постоянной непре-
рывной частью. Например, аналогично (13) определяется передаточная функция приве-
денной непрерывной части:

( ) ( )( ) ( ) 

1* *
0 , γ γ γ .TW z c zE A b

−
∆ ∆ ∆= −                                      (25)
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Применять непосредственно методы [6] для получения передаточной функции ПНЧ 
широтно-импульсных систем с переменной непрерывной частью не удается.

Математические модели широтно-импульсных систем второго рода

1. Уравнения состояния систем с широтно-импульсной модуляцией второго рода
Содержащееся обычно в таких системах (рис. 4) звено обратной связи ( )0cW p  учтено 

в  передаточной функции непрерывной части ( )0W p . С  выхода формирующего устрой-
ства второго рода (ФУ-2) на вход непрерывной части поступает последовательность им-
пульсов:

( ) ( ) ( )
( ) ( )

  ,   при  ,
0,                 при  1 .

i

i

h sgn e i iT t i T
u t

i T t i T

 ≤ < + γ= 
+ γ ≤ ≤ +

                                (26)

Значение скважности 1γi iT
−= τ  определяется путем непрерывного сравнения сигнала 

обратной связи с модулирующим сигналом. Величина iτ  равна наименьшему положитель-
ному корню уравнения

( ) 1β 0, e iT T −τ − − τ =                                                               (27)

если таковой имеется на [0, T ]. В противном случае ,i Tτ =  т.е. γ 1i = . 

y 

  
 

 
 
 

 
 

 
 
 
 

ФУ-2 W0(p) 

Wf (p) 

g e u 

f 

Таким образом, последовательность значений ( )γie i +  является неравноотстоящей. 
Это  обстоятельство приводит к усложнению методов анализа систем с  ШИМ-2, в  том 
числе к получению их математических моделей.

Чтобы методика исследования с ШИМ-2 с наименьшими изменениями была пригод-
на и для ШИС-2, нужно стремиться наиболее простым способом учесть модуляционную 
характеристику  (27) при получении модели ПНЧ. Этому требованию удовлетворяют 
уравнения (7), полученные для неравноотстоящих моментов наблюдения вектора пере-
менных состояния.

Если в (7) положить 0ε γi=  и 1ε ε= , то получаются уравнения следующего вида:

( ) ( ) ( )
( ) ( )

* *
ε 1ε1 ε γ  1 ,

1 ε 1 ε .
i

T

x i A x i b hsgnu i

y i c x i

− + = + + +

+ + = + +
                                        (28)

Значение модуляционной характеристики стоит в поиске значения [ ]  ε 0,1∈ , при кото-
ром выполняется равенство

( ) ( )1 ε 1 βε 0.g i y i+ + − + + ε − =                                                (29)

Рис. 4. Структурная схема системы с ШИМ-2
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Уравнения (27)–(28) описывают замкнутую систему с ШИМ-2 и в полученном виде 
пригодны для расчета процессов. Если моделирование ведется на цифровой вычисли-
тельной машине, то необходимо многократно вычислять значения (28) и с шагом ε T∆    
проверять выполнимость (29).

Учет возмущающего воздействия производится в уравнениях состояния непрерывной 
части с последующим использованием решения (6), т.е. так, как и в широтно-импульсной 
системе первого рода.

2. Передаточные функции широтно-импульсных систем второго рода
В общем случае передаточную функцию приведенной непрерывной части можно най-

ти следующим образом:

( ) ( ) ( )
( )

  

  

1* * 02
02 1

02

, γ,
,γ, .T B z

W z c zE A b
C z

−
ε ε

ε
ε = = =                                       (30)

Для исследования ШИС-2 особенно важно определить передаточную функцию приве-
денной непрерывной части в том случае, когда значения выходной величины рассматри-
ваются в моменты формирования задних фронтов импульсов, т.е. при 1ε γi+= . При этом 
появляется возможность использовать понятие передаточной функции формирующего 
устройства, которую для ШИС-2 удобно определить следующим образом.

Известно значение передаточной функции ПНЧ системы с АИМ для смещенного ар-
гумента:

( )

( ) ( )

( ) ( )
  

10 0
ε

ε 1 ε γ
0

0 0
ε

ε ε

при  0 ,

,γ, ε
 ,        при 1

,

 .

 

 

 
W p W p

Z z Z
p p

W z
W p W p

Z Z
p p

+
ε

γ
ε

−

= −

= −

    
− ≤ ε < γ   

   = 
    − γ ≤ ε <       

            (31)

Для систем с  ШИМ-1 значения (34) применяются в  записанном виде для случаев  
ε = 0 при законе модуляции (2).

Применительно к  системам с  ШИМ-2 из (30) можно записать аналогичное выра- 
жение

( )1γ γ ,
βi isat e i= +                                                                        (32)

но при этом ( ) ( )11 γ γ .i ii T i T T++ + − + ≠
Будем считать, что в широтно-импульсной системе второго рода модуляционная харак-

теристика имеет вид (35), а период дискретности меняется по следующему закону:
*

2 1(1 ) .T T= + γ − γ                                                                        (33)
Например, на ( )1i + -м шаге

( )*
1 1 11 γ γ .i iT T+ += + −                                                                     (34)

Тогда при ε = γ  из соотношений (33) следует соотношение

( ) ( ) ( ) ( )
( )

*
* 0 0 02

0 ε
0γ

,γ,γ
,γ,γ ,

W p W p B z
W z Z Z

p p C z
ε=

     = − =    
     

                            (35)
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в котором период дискретности считается равным T*. Затем в (33) нужно подставить из 
(34) значение  *T  и упорядочить последовательность величин скважности, как это сде-
лано при переходе от (36) к (37). В результате получается передаточная функция ПНЧ 
системы с ШИМ-2 в следующем виде:

( ) ( ) ( )
( )

  

 
*2 2 1

0 0
02 1 2

ε γ 1

., γ , γ
T T

W p W p
W z Z Z

p pε
= = +γ −γ

    
 = −   
     

                 (36)

3. Математические модели широтно-импульсных систем второго рода с синхронным 
и скачкообразным изменением параметров непрерывной части

В связи с  особенностью закона модуляции (30) математическую модель систем 
с  ШИМ-2 при учете коммутируемых параметров непрерывной части наиболее удобно 
составлять для неравноотстоящих моментов. Это  можно сделать, если решение урав-
нения состояния непрерывной части (21) при управлении (29) найти таким образом,  
как (7) были определены для ШИС-1. В результате получим

( ) ( ) ( ) ( )1 ε 0 0ε 1ε1 ε ε     1 ,x i A x i b h sgnu i b h sgnu i∆ ∆ ∆+ + = + + + +

где
ε 0 1 0ε 1 0ε,   ,A A A b A b∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆= = ;                                                       (37)

( ) ( )

( )

1 0 2

2 0

1 γ
0

0 1 ε
0

   при  0

 

,

 

,ε γ

,             при  ε 1;

i iA T A T
i

A T
i

e
A

e

−ε + −
∆

−

γ ≤ <= 
γ ≤ <

                                     (38)

( )

1

1 1 2 1 1

ε
1 1

1 γ ε γ
1 1

,                     при  0 ε γ

  при  γ ε 1;

,

,i i

A T
i

A T A T
i

e
A

e + +

+

+ −
+

∆
 ≤ <= 

≤ <
                                   (39)

( )
( ) ( )

( )

0
2 1 2

0

2

ε 1
1 γ σ

1 2 0
0 0

0 1 ε
σ

2 0
0

σ ,  при  0 ε γ

σ,                                        при  γ ε 1;

,
i i

i

T T
A A A

i

T
A

i

e e b d e b d

b

e b d

γ − −γ
− σ

∆
−


 + σ ≤ <


= 


≤ <


∫ ∫

∫
            (40)

Если непрерывная часть имеет только однократные полюса, т.е. возможные разложе-
ния (22) и (23), то соотношения (37)–(40) принимают вид

{ }
{ }

0 0

0 0

 γ  1 γ  γ ε  1 γ
11 12 1 2 0

0 1 ε 1 ε
12 2 0

, , ,   при  0 ε γ

, , ,                      при  γ ε 1

,

;

i i i i
n n i

n i

diag d d d d
A

diag d d

−ε − − −
∆

− −

 … ≤ <= 
… ≤ <

                  (41)

{ }
{ }

1 1

1 1 1 1 1 1

ε ε
11 1 1 1

1 γ ε γ γ γ
11 12 1 2 0

, , ,                           при  0 ε γ

, , , при  γ ;

,

ε 1i i i i

n i

n n i

diag d d
A

diag d d d d+ + + +

+∆
− ε −

 … ≤ <= 
… ≤ <

                (42)

при

при

при

при

при

 при

 при

 при

 при

 при

.
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( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

  

0 0

0 0

1 γ γ ε 1 γ 1 γ ε
11 12 11 12 12 1 2

11 12 1
01 γ

2 2
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2

1 ε 1 ε
12 12 2 2
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1 1 1
, ,

, при  0 ε γ
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1 1
,  ,  ,                                        при 

,
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n
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n

R d d R d R d
P P P

R d
b

P

R d R d
P P

− − − − −

−
∆

− −

 − − −
+ … + 

  ≤ < − +=   

 − −
…   

0 γ ε 1;i









 ≤ <


 (43)
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( ) ( ) ( )
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1 1 1 1 1 1 1 1
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11 11 2 1

1 1
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i
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∆
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… ≤ <   
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( )1

1 1
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1

i

nP

+









≤ <
−



 
 
 
 
 



 

 (44)

Модуляционная характеристика и уравнение замыкания не зависят от переменности 
параметров непрерывной части и определяются уравнениями (30) или (32), образуя со-
вместно с (40) математическую модель замкнутой системы.

Выводы
Рассмотренные методы описания замкнутой системы с широтно-импульсной модуля-

цией позволяют исследовать различные классы широтно-импульсных систем.
Наиболее универсальным является метод переменных состояния, с помощью которого 

возможно получение математических моделей широтно-импульсных систем первого рода 
с постоянными и синхронно меняющимися параметрами непрерывной части. Определя-
емые при этом разностные уравнения являются готовым алгоритмом для расчета процес-
сов в замкнутых системах.

Для импульсных систем с неизменной непрерывной частью менее трудоемким являет-
ся способ описания ПНЧ дискретной передаточной функцией.

При рассмотрении математических моделей использованы, главным образом примени-
тельно к системам с ШИМ-1, известные способы их нахождения, а также получены новые 
результаты.

1. Для систем с широтно-импульсной модуляцией первого рода получены уравнения 
ПНЧ для неравноотстоящих значений переменных состояния на двух соседних периодах 
дискретности. Наибольшая практическая значимость этих уравнений состоит в возмож-
ности их применения к системам с ШИМ-2 при учете закона модуляции второго рода.

2. Выведено правило формирования дискретной передаточной функции ПНЧ широт-
но-импульсной системы второго рода, позволяющее упростить получение математиче-
ской модели замкнутой системы аналогично тому, как в системах с ШИМ-1. Это позволя-
ет с помощью известных таблиц Z-преобразований получать рекуррентные соотношения 
для расчета переходных процессов в ШИС-2 относительно выходной координаты и про-
ще, без выполнения матричных операций, находить уравнения состояния.

при

при

при

при
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3. Выделен класс широтно-импульсных систем с коммутируемыми синхронно с управ-
ляющим воздействием параметров непрерывной части. Получены математические моде-
ли этих систем в форме уравнений состояния.
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