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Введение
В условиях стремительного развития космической техники и, как следствие, увеличе-

ния перечня решаемых космическими аппаратами (далее – КА) задач [4] может возник-
нуть необходимость стабилизации имеющегося на его борту манипулятора в неподвиж-
ном состоянии в инерциальной системе координат [5; 9] (далее – ИСК) при функцио-
нировании самого манипуляционного космического аппарата (далее – МКА) в режиме 
программного поворота. К таким задачам может относиться:

•  обеспечение заряда бортовых аккумуляторных батарей посредством постоянной 
ориентации плоскости панели солнечной батареи (далее – СБ) на Солнце [10];

• создание искусственной тени для МКА в целях обеспечения требуемого температур-
ного режима функционирования специальной аппаратуры [2] путем удержания солнце-
защитного экрана (далее – СЭ) в определенном положении;
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• сервисное обслуживание других КА [6; 8].
В этой связи появляется необходимость учета изменяемых в процессе поворота мо-

ментов инерции МКА, влияющих на точность его ориентации.
Постановка задачи

За направление, выбранное для стабилизации манипулятора в ИСК, примем направле-
ние на Солнце. На конце манипулятора закреплен СЭ. Орбита функционирования МКА 
– геостационарная.

Допущения
1. СЭ – однородный прямоугольник, толщиной СЭ можно пренебречь.
2. МКА – однородный параллелепипед.
3.  const.öìl =

4. МКА, СЭ и манипулятор – абсолютно твердые тела.
5. Масса самого манипулятора мала и ей можно пренебречь.

6. Угол между плоскостями экватора и эклиптики постоянен, 23 26 .cα ′= − 

На Рисунке 1 схематично представлен манипуляционный космический аппарат с СЭ, 
где òåêcα α ψ= − ; òåêψ  – текущее значение угла рысканья; òåê( )tβ ϑ ϑ= − ; òåêϑ  – текущее 

значение угла тангажа; 2
( )

86164
t t

πϑ  =  
 

 – угол, лежащий в плоскости XOY, зависящий от 
текущего времени суток [11].

Введем новую СК (см. Рисунок 1) OXYZ с началом в центре масс (далее – ЦМ) си-
стемы «МКА – СЭ» на текущий момент времени, оси которой сонаправлены с осями 
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связанной системы координат (далее – ССК) МКА OКXМКАYМКАZМКА. Оси ССК МКА яв-
ляются и главными центральными осями инерции МКА. Оси СК OЭXСЭYСЭZСЭ – главные 
центральные оси инерции СЭ.

Рисунок 1. Манипуляционный космический аппарат с СЭ
Исходные данные
1. Начальные параметры движения МКА:

[ ]= , , Ò
0 0 0 0( )t x y zr  – начальный радиус-вектор ЦМ МКА в абсолютной геоцентриче-

ской экваториальной системе координат (далее – АГЭСК);

= , ,
Ò

0 0 0 0( ) x y zt   V V VV  – начальный вектор скорости ЦМ МКА в АГЭСК;

 – начальный вектор абсолютной угловой скорости МКА;
 – начальное угловое положение осей ССК относительно под-

вижной орбитальной системы координат (далее – ПОСК) в форме кватерниона.
2. Требуемые конечные параметры вращательного движения МКА: , .
3. Номинальный момент двигателей ориентации: .M

4. Массово-габаритные характеристики МКА и СЭ: ÌÊÀm  – масса МКА; ÑÝm  – масса 

СЭ; öìl  – расстояние между ЦМ МКА и СЭ; ÌÊÀx , ÌÊÀy , ÌÊÀz  – размеры МКА; ÑÝy ,

ÑÝz  – размеры СЭ.
5.  ÏÏT  – продолжительность программного поворота.

6. Требования к точности пространственной ориентации: ÏÏ ÏÏ
дîïi iϕ ϕ∆ ≤∆ , где ÏÏ

iϕ∆  – 
погрешность углового положения по i-му каналу управления на момент окончания про-

граммного поворота (далее – ПП); ÏÏ
дîïiϕ∆  – допустимая погрешность углового положе-

ния по i-му каналу управления на момент окончания ПП.
7. Уравнения вращательного движения МКА в векторной форме [1]:
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                                       (1)

где

 – тензор инерции МКА с манипулятором;

ê0 ,t t t ∈   – текущее время; ΣM  – вектор суммарного момента, приложенного к МКА.
Требуется найти управление пространственной ориентацией МКА U, обеспечиваю-

щее переориентацию МКА из углового положения  с угловой скоростью  в угловое 
положение  с угловой скоростью  с заданными требованиями по точности ориента-

ции ÏÏ
дîïiϕ∆ .
Алгоритм расчета моментов инерции системы «МКА – СЭ», зависящих 

от времени и углового положения МКА относительно ПОСК
Сложность расчета угловой динамики системы «МКА – СЭ» при выполнении про-

граммных поворотов заключается в следующем:
• плоскость СЭ ориентирована на Солнце, что подразумевает под собой постоянное 

изменение моментов инерции системы, в том числе и при невозмущенном движении 
вследствие суточного вращения Земли;

• приводы, жестко установленные на корпусе МКА и поворачивающие манипулятор 
с СЭ, создают реактивный момент, приложенный к корпусу МКА, вращающий его вокруг 
ЦМ системы.

Для прогнозирования вращательного движения МКА необходимо численно решить 
систему дифференциальных уравнений (1). Сложность интегрирования данной систе-
мы дифференциальных уравнений состоит в  зависимости моментов инерции системы 
«МКА – СЭ» от времени и углового положения МКА относительно ПОСК.

Точка O (ЦМ системы) будет являться центром вращения, следовательно, относитель-
но осей новой системы координат и следует рассчитывать моменты инерции системы.

Расчет тензора инерции системы I относительно осей СК OXYZ целесообразно про-
водить путем суммирования отдельно рассчитанных ÌÊÀI и ÑÝI [3].

Далее необходимо сложить поэлементно полученные тензоры инерции МКА и СЭ:
+=I I IÌÊÀ ÑÝ .                                                                (2)

Очевидно, что при выполнении пространственного поворота МКА и удержании СЭ 
в определенном положении ЦМ системы будет менять свое положение в пространстве, 
но всегда оставаться на отрезке ОЭ-ОК (см. Рисунок 1).

Ниже представлен алгоритм нахождения I( )t .
1. Найти координаты ЦМ МКА и СЭ в СК OXYZ:

ÌÊÀ K ÌÊÀ K ÌÊÀ KX OO cos cos , sin cos , sinY OO Z OOβ α β α α= = = ,
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ÑÝ Ý ÑÝ Ý ÑÝ Ýcos cos , sin cos , sinX OO Y OO Z OOβ α β α α= = = ,
где α и β – углы, характеризующие угловое положение отрезка ЦМ МКА-ЦМ СЭ от-

носительно плоскостей XOY и XOZ ССК МКА соответственно;
ÌÊÀ

Ý öì
ÌÊÀ ÑÝ

m
OO l

m m+
= ;

ÑÝ
Ê öì

ÌÊÀ ÑÝ

ÎÎ
m

l
m m+

= .

2. Составить таблицу направляющих косинусов, определяющих направления главных 
центральных осей МКА и СЭ в текущий момент в СК OXYZ.

Направляющие косинусы главных центральных осей МКА и СЭ относительно 
осей СК OXYZ

XМКА YМКА ZМКА XСЭ YСЭ ZСЭ

X 1 0 0 cos cosβ α sin cosβ α− sinα
Y 0 1 0 sinβ cosβ 0

Z 0 0 1 sin cosα β− sin sinβ α cosα

3. Учитывая, что МКА – однородный параллелепипед с известными моментами инер-
ции относительно осей СК OЭXСЭYСЭZСЭ, воспользуемся теоремой Гюйгенса – Штейнера 
и другими соотношениями, приведенными в [3]. Получим осевые и центробежные мо-
менты инерции МКА относительно осей СК OXYZ:

 

Аналогично можно найти моменты инерции СЭ относительно осей OXYZ.
4. Для определения компонентов тензора инерции системы «МКА – СЭ», зависящих 

от времени и углового положения МКА относительно ПОСК, сложить одноименные мо-
менты инерции МКА и СЭ согласно формуле (2).

Алгоритм расчета программы управления пространственной ориентацией МКА 
с применением модифицированного метода приближенного корректирующего оператора 

для постоянных управляющих моментов двигателей ориентации
Алгоритм расчета программы управления МКА в режиме программного поворота, 

реализованный с применением модифицированного метода приближенного корректиру-
ющего оператора (МПКО), описанного в [7], представляет из себя следующую последо-
вательность действий.

(3)
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1. Вычислить вектор угловой скорости  на переходной траектории пространствен-
ного поворота:

,

где ; ;

;

.

2. Рассчитать значения векторов управляющих импульсов угловой скорости на этапах 
разгона  и торможения  МКА, обеспечивающих выполнение заданных краевых 
условий программного поворота

3. Произвести численное интегрирование системы кинематических и динамических 

дифференциальных уравнений (1) на участке ÏÏ0 ,t t T ∈   с учетом изменяемых осевых и 
центробежных моментов инерции системы «МКА – СЭ» (2).

4. Определить ошибки ориентации по углам и угловым скоростям. Проверить выпол-

нение условия ÏÏ ÏÏ
дîïi iϕ ϕ∆ ∆≤ , { }, ,i ϑ ψ γ∈ .

5. При выполнении условия п. 4 определить продолжительность работы двигателей 
ориентации по каждому каналу управления на этапах разгона и торможения с учетом 
изменения моментов (в результате смещения ЦМ системы), создаваемых двигателями 
ориентации:

6. При невыполнении условия п. 4 определить новую смещенную точку прицеливания 

, где i – номер итерации выполнения алгоритма; далее рас-
четы по п.п. 1–4 повторить до достижения заданной точности ориентации [7].

Особенность приведенного выше алгоритма состоит в использовании полученных ра-
нее выражений для нахождения компонентов тензора инерции системы «МКА – СЭ», 
зависящих от времени и углового положения МКА относительно ПОСК, в п.п. 3 и 5 дан-
ного алгоритма.
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Результаты моделирования процесса пространственной ориентации МКА с СЭ
Исходные данные для моделирования процесса пространственной ориентации МКА 

с СЭ:

−  ;= Ò
; (0) 42164224 0 0  r  м,  м/с;

−   с–1;

−   (соответствует ϑ ψ γ° ° °= = =0 0 00 , 0 , 0 );

−  с–1;

−   (соответствует ê 40ϑ °= , ê 30ψ − °= , 

ê 20γ °= );

−  ÏÏ ÏÏ ÏÏ
дîï дîï дîï= = =30'ϑ ψ γϕ ϕ ϕ∆ ∆ ∆ ;

−  ÏÏT =25 с;
−  ÌÊÀ 100m =  кг;
−  ÑÝ 5m = кг;
−  öì 1,5l =  м;
−  ÌÊÀ 1x =  м, ÌÊÀ 0,4y =  м, ÌÊÀ 0,45z =  м;
−  ÑÝ 1y =  м, ÑÝ 1z =  м.
На Рисунке 2 представлена зависимость изменения компонентов тензора инерции от 

времени и от взаимного углового положения МКА за 25 с при функционировании МКА 
в режиме программного поворота.

Рисунок 2. Изменение осевых и центробежных моментов инерции системы «МКА – СЭ»
На Рисунке 3 представлены графики, демонстрирующие изменение составляющих 

угловой скорости МКА и углового положения ССК МКА относительно ПОСК при функ-
ционировании МКА в режиме программного поворота. Программа управления простран-
ственной ориентацией МКА рассчитана с применением модифицированного МПКО.
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Рисунок 3. Изменение составляющих угловой скорости МКА и углового положения МКА 
относительно ПОСК

Ошибки ориентации на конец программного поворота по угловому положению составили: 
ÏÏ 2,4= ',ϑϕ∆  ÏÏ 4,2= ',ψϕ∆  ÏÏ 2,4= ',γϕ∆  по угловой скорости –  

что удовлетворяет требуемым значениям.
Заключение

Программа терминального управления пространственной ориентацией МКА была 
рассчитана с использованием модифицированного МПКО, описанного в [7].

Алгоритм расчета зависимости изменения моментов инерции системы «МКА – СЭ» 
от времени и углового положения ССК МКА относительно ПОСК позволяет при рас-
чете динамики вращательного движения МКА учесть наличие на его корпусе дополни-
тельных подвижных элементов конструкций, влияющих на точность пространственной 
ориентации. Данное влияние обусловлено возникновением гироскопических связей, воз-
никающих в результате пространственного поворота несимметричного тела.

Найдено управление пространственной ориентацией МКА с СЭ, рассчитанное 
с применением модифицированного МПКО, учитывающее изменяемый во времени тен-
зор инерции системы и позволяющее перевести МКА из начального углового положе-
ния в  требуемое конечное при заданных составляющих угловых скоростей с заданной 
точностью.
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