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Yu.A. Zavrazhnov

ADAPTIVE METHOD FOR SOLVING THE WAVE EQUATION  
USING THE RESOLVENT APPROACH

An adaptive method has been developed for solving the wave equation using the resolvent approach, 
using parallel partitioning of processes and high accuracy of estimates.
Keywords: algorithm, numerical method, grid, stability, explicit scheme, spectral problem, eigenvalues, 
finite difference method.

Введение

Нахождение классического решения одномерного волнового уравнения путем при-
влечения метода контурного интегрирования резольвенты оператора, порожденного 
спектральной задачей метода Фурье. Подробно изложена суть данного резольвентного 
подхода, предложенного Августом Петровичем Хромовым [3; 4].

Это упрощает подход для реализации численного метода в вещественном простран-
стве, но для минимальных условий начальных данных, так как такие решения имеют ма-
лую погрешность на каждом шаге; но если пренебрегать упрощением начальных данных, 
то подсчет решения увеличивается в разы, и возрастает погрешность в случае неоднород-
ного уравнения. При однородности уравнения скорость работы при минимальных значе-
ниях начальных параметров выполняется за константу.

В данной работе представлено дальнейшее развитие метода А.Н. Крылова и В.А. Чер-
нятина путем привлечения метода контурного интегрирования резольвенты оператора, 
порожденного спектральной задачей метода Фурье. В результате удается получить класси-
ческое решение смешанной задачи для волнового уравнения (в случае условий закрепле-
ния) при минимальных условиях на исходные данные, не используя при этом уточненных 
асимптотик для собственных значений и никакой информации о собственных функциях 
[1, 2].

Таким образом, актуальной является разработка адаптивного алгоритма для реализа-
ции сжатия изображения или определения биометрии человека, но для этого нужно про-
водить исследования в этой области. Также данные преобразования можно использовать 
для погашения волн (например, цунами).

Постановка задачи

Рассмотрим задачу
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Условие 0tu¢ =  берется для простоты.
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Преобразование формального решения

Метод Фурье связан со спектральной задачей для оператора L:

      ( ) ( ) ( ),   (0) (1) 0.Ly y x p x x y x x y y¢¢= + = =

Собственные значения оператора L – λ, при которых краевая задача имеет нетривиаль-
ные решения.

Высокая универсальность метода конечных разностей и  связанные с  ним широкие 
возможности для разработки параллельных вычислительных алгоритмов делает его эф-
фективным средством решения многомерных краевых задач для дифференциальных 
уравнений. Для проведения расчетов были разработаны параллельные вычислительные 
алгоритмы.

Рассмотрим уравнение
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Здесь x, y, t – независимые переменные; u(x, t, y)  – искомая функция; ut  – функция- 
предыстория искомой функции к моменту t; τ – величина запаздывания, f(x, y, t, u(x, y, t),  
ut(x, y)) – функционал, определенный на [0, X] x [0, Y] x [t0 , T] xRxQ; [ ]τ, 0Q Q= -  – мно- 
жество функций u(ξ), кусочно-непрерывных на [ ]τ, 0Q Q= -  с  конечным числом точек раз-
рыва первого рода, в  точках разрыва непрерывных справа, [ ]ξ τ ,0( ) sup (ξ) .Qu x uÎ-× =  
Предположим, что функционал f и функции φ, g1, g2, g3, g4 таковы, что задача имеет един-
ственное решение.

Разобьем отрезок [0, X] на части с шагом h1 = X/N1, [0, Y] на части с шагом h2 = X/N2,  
где N,  N2  – некоторые целые числа. Введем точки: xi  =  ih1, i  = 0, 1, …, N1, yk  =  kh2, k  =  
= 0, 1, …, N2. Разобьем отрезок [t0, T] на части с шагом Δtj = t0 + jΔ, j = –m, …, M. Обозна-
чим приближение точного решения u{xi , yk , tj } через , .j

i ku
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где i = 1, …, N1, k = 1, …, N2, j = 0, …, M – 1, с граничными условиями { } ( ) { } ( )
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При s  =  0 получается явная схема, при 0 1s£ £  при каждом фиксированном j полу- 
чаем систему уравнений. Чтобы привести систему к виду, при котором ее можно решить 
методом прогонки, перейдем к  факторизованной схеме. Идея метода заключается в  за- 
мене оператора.

При каждом tj определим значения дискретной модели:
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Тогда можно переписать в виде
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Перейдем к факторизованной схеме:

( ) ( )( )       

2 2
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j j jR R y y y s A A y F+ -- + + - + =                            (3)
При фиксированном j получаем систему, которая эффективно решается с  помощью 

двух прогонок по каждому из направлений j.
Данное уравнение устойчиво, следовательно, рассмотрим следующие утверждение.
Теорема. Для устойчивости схемы (3) достаточно выполнения неравенства
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t
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                                                                       (4)

Доказательство. Для анализа устойчивости разностной схемы воспользуемся мето-
дом Неймана. Предположим, что решение имеет вид

Δ , δ ijq xk
j ky e=

где q  – вещественное пространственное волновое число. Подставим это представление 
в выражение (3) и полученное выражение разделим на правую часть (4). 
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С учетом того факта, что
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Положим   +1δ = ξδk k  и предположим, что ( )   ξ = ξ q  не зависит от времени. 
Тогда из (5) получаем уравнение на ξ:
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Если   ξ 1>  для некоторого q, то схема неустойчива. Из (5) следует, что если
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Заметим, что при ξ  ≥  1 имеем   
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Теперь, если ξ < 0, то необходимо   
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В [6] показано, что , 1

1
 lim ,
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S S -®¥

= =  на основе чего из (5) немедленно получаем (4).
Утверждение 1 доказано.

Параллельные алгоритмы

Вследствие огромной трудоемкости (десятки миллиардов и более вычислительных опе-
раций) для решения задачи были разработаны параллельные алгоритмы расчета. В случае 
явных схем метод расчета в каждой из ячеек основан на получении результатов расчетов 
в  предыдущий момент времени от смежных ячеек и  выполнении вычислений текущей 
и  смежных ячеек. Для распараллеливания вычислений расчетная область разделяется 
на несколько подобластей по числу процессоров. При использовании регулярных сеток, 
топологически эквивалентных индексному прямоугольнику или параллелепипеду, задача 
декомпозиции решается разбиением области на заданное число подобластей, в  каждой 
из которых содержится одинаковое число узлов, плоскостями, перпендикулярными ин-
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дексным плоскостям. Подобласти имеют ряд фиктивных ячеек, которые перекрываются 
с ячейками соседних подобластей и хранят граничные значения соседних блоков. Шаблон 
разностной схемы определяет, какие и сколько внешних узлов оказываются необходимы-
ми для получения корректного решения. В случае явной схемы используется трехточеч-
ный шаблон, вследствие чего для сшивки решений используются функции из одного со-
седнего узла с каждой стороны. Каждая подобласть обрабатывается одним процессором, 
а обмен данными между процессорами требуется только при переходе к следующему вре-
менному слою. Связь подобластей осуществляется при помощи копирования значений 
искомых функций в фиктивные ячейки. Таким образом, при использовании, к примеру, 
16 процессоров мы получаем 32 нити, каждая из которых реализуется одним из процес-
соров и обрабатывает свою подобласть данных [5; 6].

Тяжесть нагрузки осуществляется за счет нагрузки сетки при расчете данных. Просто-
му решению сопутствует одномерная или двумерная сетки, которые построены для теку-
щей задачи; но более сложной реализацией является трехмерная сетка (рис. 1). Данное 
построение является «тяжелым грузом» для машинного вычисления.

 

Рис. 1. Трехмерная сетка

В качестве примера было использовано уравнение ( )     2 /    2C 1  2 'у х x y у+ + =¢ с  гра-
ничными условиями X = 1, Y = 1 и ограниченным временем, равным 100.

Ниже приведены результаты исследований для вышепоставленной задачи (рис. 2).

 

Рис. 2. Результаты исследования:
1 – метод конечной разности в рамках данной задачи;

2 – метод конечной разности из системы MathCat;
3 – метод конечной разности из системы Mathematika
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Вывод: данная система работает по ускорению и  времени работы намного быстрее, 
чем алгоритмы, которые встроены в популярные расчетные системы.
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