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CAUSTIC STRUCTURE 
OF EDGE CATASTROPHE K4,2

Изучена каустическая структура краевой 
катастрофы K4,2, возникающей при совмест-
ной каспоидной пространственной и временной 
фокусировке электромагнитного излучения вол-
ны в плазменном слое с сильной частотной дис-
персией.

Ключевые слова: краевая катастрофа, 
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The structure of regional catastrophe K4,2, 
arising at joint cuspoid space and time focusing of 
electromagnetic radiation of a wave in a plasma 
layer with a strong frequency dispersion is investi-
gated.
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ     МОДЕЛИРОВАНИЕ

Настоящая1 работа2 посвящена исследова-
нию каустической структуры3 краевой катастро-
фы K4,2, описывающей унимодальную каспо-
идную фокусировку первичных и вторичных 
лучевых семейств. Как показано в работах [1–4], 
волновая катастрофа K4,2 возникает как в задачах 
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3 Работа выполнена при поддержке РФФИ (гран-
ты № 15-02-04206-а, № 13-07-00937-а, ОФИ_М № 13-
02-12121).

стационарной дифракции, когда и первичное, и 
вторичное излучение имеет особенность каспо-
идного типа А3, так и в нестационарных задачах 
распространения электромагнитных сигналов 
при совместной фокусировке пространственных 
и временных лучевых семейств.

Как известно [1–4], универсальная деформа-
ция катастрофы K4,2 имеет вид:

4,2

2 2 4
1 2KF k z ax z k x   

2
1 2 3 4x x z x z       ,                               (1)

где x и z – внутренние переменные, a – функцио-
нальный модуль, а λ1, λ2, λ3, λ4 – коэффициенты 
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универсальной деформации, причем z  [0,+ ) , 
x  (– ,+ ). В соответствии с необходимыми и 
достаточными условиями образования катастро-
фы K4,2 [4–8], на функциональный модуль a на-
кладываются ограничения [9]:

2 4a  .                               (2)
Параметры k1 и k2 принимают значения +1 

или –1.
Равномерная асимптотика, соответствующая 

рассматриваемой особенности, имеет вид [2]:
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где 4,2 ( , )KI a  


 2 2 4
1 2 1

0

expdz i k z ax z k x x
 



       

2
2 3 4x z x z dx                                      (4)

спецфункция (СВК) краевой катастрофы K4,2 
(в показателе экспоненты стоит универсальная 
деформация (1)), а

  3 4 2
1 2 2 2 1( , ) expAI i k x x x dx   





   (5)

функция Пирси, то есть СВК основной катастро-
фы А3. Её универсальная деформация получает-
ся как сужение исходной универсальной дефор-
мации с помощью подстановки z = 0. В формуле 
(3) θ – фаза бегущей волны, а ( )j gl  и ( )j El – гео-
метрооптические (ГО) и краевые коэффициенты 
асимптотического разложения.

Рассмотрим каустические структуры ка-
тастрофы K4,2. Во-первых, отметим, что раз-
ложение катастрофы K4,2 на основную особен-
ность и катастрофу сужения имеет вид [2; 6]: 

4,2 3 3(A ,A )K  , то есть обе особенности пред-
ставляют собой каустическое остриё. Только 
ГО каустическое остриё имеет обрыв. Поэтому 
каустики (огибающие семейство ГО и краевых 
лучей) будут иметь форму клювов, причем свя-
зывает их прямая – граница свет-тень.

Рассмотрим сначала краевые лучи. Уравне-
ния краевых лучей получаются из дифференци-
рования сужения (z = 0) исходной универсаль-
ной деформации (1), имеющей вид:

3

4 2
2 2 1AF k x x x                     (6)

по параметру x и приравниванием результата 
нулю:

3
1 2 24 2k x x    .                   (7)

Для того чтобы получить каустику (огибаю-
щую семейства краевых лучей), необходимо до-
полнить уравнение (7) нулем второй производ-
ной функции (6) по x:

2
2 212 2 0k x   .                        (8)

В результате найдем уравнение каустики в 
параметрической форме:

3
1 2

2
2 2

8
6
k x

k x


 


 
.                          (9)

Рассмотрим теперь каустику ГО лучей. Луче-
вые уравнения получаются дифференцировани-
ем универсальной деформации (1) по внутрен-
ним переменным x и z:

3
1 2 2 4

2
3 1 4

4 2 2
2

k x a x z x z
a x k z x

  
 
     


   
.        (10)

Для того чтобы получить каустику ГО лу-
чей, необходимо дополнить уравнения (10) ну-
лем Гессиана универсальной деформации (1) по 
внутренним переменным:

4,2 4,2

4,2 4,2

2 2

2

2 2
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F F
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.                (11)

Подставляя (1) в (11), получаем:
2 2

1 2 2 42 (12 2 2 ) (2 ) 0k k x az ax      ,   (12)
откуда находим внутренний параметр z:

2 2
4 1 2 1 2

1

(2 ) 24 4
4

ax k k x kz
k a

   
 .       (13)

Подставив (13) в (10) и выполнив соответ-
ствующие преобразования, найдем, как и в слу-
чае каустики краевых лучей, выражения для λ1 
и λ2:

2 3 3 2
3 4 1 2 4

1
1

2 2 2 2
4 1 2 3 4

2
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4 16 3
2

6 24 2 6
4

a x k k x ax
k

a x k k x a ax
k

  


  


   





    

. (14)

Для того чтобы получить уравнение границы 
свет-тень, подставим z = 0 в систему (10) и, вы-
полнив преобразования, найдем, что:

3
1 2 22 4b bx k x    ,                      (15)

где
2

4 4 3
2

4
2b b

a
x x

a
    

                 (16)

или
2

4 4 3
1

4
2b b

a
x x

a
    

  .              (17)



7

                 В
ЕС

ТН
И
К

  2015

Математическое моделирование

На рис. 1–9 показаны каустические струк-
туры катастрофы K4,2 в плоскости (λ1, λ2) при 
различных значениях параметров λ3, λ4 и функ-
ционального модуля a. Толстой линией на ри-
сунках показана каустика ГО лучей. Её анали-
тическое продолжение, отсекаемое границей 
свет-тень, показано штриховой линией (пункти-
ром). Штрихпунктирной линией показана грани-
ца свет-тень. Наконец, тонкой линией показана 
каустика краевых лучей.

Сначала рассмотрим случай, когда парамет-
ры λ3, λ4 равны нулю. Рис. 1 соответствует слу-
чаю a = 0.

координатами (0,0) является особой точкой ката-
строфы K4,2 , так как изменение функционально-
го модуля не устраняет особенности.

Рассмотрим теперь случаи, когда параметры 
λ3 и λ4 не равны нулю. На рис. 4 показан случай, 
когда и λ3, и λ4 не равны нулю, но разных знаков.

 

Рис. 1. a = 0; k1 = k2 = 1, λ3 = λ4 = 0

Каустика краевых лучей (каустическое 
остриё) совпадает с каустикой ГО и её продолже-
нием, граница свет-тень является биссектрисой.

При увеличении функционального модуля a 
каустика ГО лучей (и её продолжение) отрыва-
ется от каустики краевых лучей (рис. 2) и стре-
мится при a → 2 к вертикали, что является вы-
рожденным случаем.

Рис. 2. a = 1,9; k1 = k2 = 1, λ3 = λ4 = 0

В случае когда функциональный модуль 
превосходит 2 (рис. 3), остриё ГО лучей отобра-
жается относительно острия краевых лучей в 
правую часть рисунка.

Необходимо отметить, что на рис. 1–3 при 
всех значениях функционального модуля точка с 

Рис. 3. a = 2,5; k1 = k2 = 1, λ3 = λ4 = 0

Рис. 4. a = 0,5; k1 = k2 = 1, λ3 = –3, λ4 = 4

Поскольку a меньше 2, оба каустических 
острия смотрят вправо, в разных точках касают-
ся границы свет-тень и смещены относительно 
друг друга. Для вычисления xb использовалась 
формула (16).

Аналогичная картина возникает, если поме-
нять знак у функционального модуля (рис. 5).

 

Рис. 5. a = –0,5; k1 = k2 = 1, λ3 = –3, λ4 = 4
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Пусть теперь функциональный модуль пре-
вышает 2, причем k2 принимает значение не +1, 
а –1 (рис. 6).

Теперь каустическое остриё краевых лу-
чей (которое осталось на месте) и каустическое 
остриё ГО лучей смотрят в разные стороны. Для 
вычисления xb используется формула (17).

Наконец, рассмотрим случай, когда грани-
ца свет-тень отрезает полностью каустическое 
остриё ГО лучей, оставляя только каустику с 
краем (рис. 9).

 

Рис. 6. a = 2,5; k1 = 1, k2 = –1, λ3 = –3, λ4 = 4

Видно, что оба каустических острия смотрят 
влево, причём каустическое остриё краевых лу-
чей отстаёт от каустического острия ГО лучей. 
Для вычисления xb по-прежнему использовалась 
формула (16).

Поменяем знак функционального модуля и 
знаки у λ3 и λ4 (рис. 7).

 

Рис. 7. a = –2,5; k1 = 1, k2 = –1, λ3 = 3, λ4 = –4

Видно, что картина качественно не измени-
лась, но для вычисления xb теперь уже использу-
ется формула (17).

Поменяем знак у k1 с плюса на минус и со-
храним неизменными остальные параметры.

 

Рис. 8. a = –2,5; k1 = –1, k2 = –1, λ3 = 3, λ4 = –4

 

Рис. 9. a = 2,5; k1 = –1, k2 = –1, λ3 = –3, λ4 = –4 
или a = –2,5; k1 = –1, k2 = –1, λ3 = 3, λ4 = 4

Это возможно в двух случаях: когда функци-
ональный модуль положительный, а параметры 
λ3, λ4 отрицательные, либо наоборот – функцио-
нальный модуль отрицательный, а параметры 
λ3, λ4 положительные. В первом случае для вы-
числения xb используется формула (17), а во вто-
ром – формула (16).

Аналогично, как показано в работах [10–12], 
посвященных информационной системе «Вол-
новые катастрофы в радиофизике, акустике и 
квантовой механике» (wavecat.rosnou.ru), могут 
быть исследованы каустические структуры и бо-
лее сложных краевых особенностей.

Таким образом, в настоящей работе исследо-
вана каустическая структура краевой катастро-
фы K4,2 = (A3, A3), распадающейся две каспоид-
ные катастрофы A3, соответствующие каустикам 
семейств краевых и ГО лучей [1; 2; 6]. Катастро-
фы каспоидного такого типа возникают в задачах 
распространения и дифракции волн и соответ-
ствуют областям фокусировок (см., например, 
[3; 13; 14]). Краевые катастрофы возникают при 
совместной пространственной и временной фо-
кусировке электромагнитного излучения волны 
в плазменном слое с сильной частотной дис-
персией [3; 4]. Для описания электромагнитных 
полей в таких областях разработана волновая 
теория катастроф [1; 2; 6], опирающаяся как на 
классические результаты теории катастроф [9], 
так и на лучевые методы [15–17].

Приведены каустические структуры краевой 
катастрофы K4,2 при различных коэффициентах 
универсальной деформации и функционального 
модуля.
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