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Введение
Задачи стабилизации положения равновесия и стабилизации программных движе-

ний выделены в отдельные классы задач управления  [1]. Указанное разделение клас-
сов определяет современные прикладные задачи синтеза динамических систем, таких 
как управление летательными аппаратами [2; 3], объектами водного транспорта [4–6] 
и др. [7–9]. Для решения задач стабилизации положения равновесия и программных 
движений используются методы бэкстеппинга [10–12], обратных задач динамики [13] 
и др. [14; 15]. 

А.А. Ефремов

Стабилизация программных движений большой 
динамической системы с ограничениями на векторы 

координат и управлений

Stabilization of program movements of a large dynamic 
system with constraints on coordinate and control 

vectors

Аннотация. Задачи стабилизации программных движений и положения равновесия ‒ актуальные 
прикладные задачи современной теории автоматического управления. В данной работе для стабили-
зации положения равновесия и программных движений большой нелинейной динамической системы, 
состоящей из s подсистем, применяются проекционно-операторные методы математического про-
граммирования. Большая динамическая система представлена в виде блочно-диагонального оператора 
с блоками, заданными нелинейными стационарными разностными операторами. В качестве примера 
рассмотрен блочно-диагональный оператор электроэнергетического объединения, состоящего из трех 
электроэнергетических систем, подключенных к шине бесконечной мощности линиями электропередач. 
Ключевые слова: большие нелинейные динамические системы, блочно-диагональный оператор, стаби-
лизация программных движений, ограничения на векторы состояний и управлений, проекционные 
операторы.

A.A. Efremov

Abstract. The problems of stabilization of programmed movements and equilibrium positions are topical 
applied problems of the modern theory of automatic control. In this work, to stabilize the equilibrium 
position and stabilize the programmed movements of a large nonlinear dynamic system consisting of “s” 
subsystems, projection-operator methods of mathematical programming are used. A large dynamical system 
is defined as a block-diagonal operator with blocks defined by nonlinear stationary difference operators. 
As an example, the article considers a block-diagonal operator of an electric power association consisting 
of three electric power systems connected to an infinite power bus by power lines.
Keywords: large nonlinear dynamic systems, block-diagonal operator, stabilization of program motions, 
restrictions on state and control vectors, projection operators.

УДК 681.51

УПРАВЛЕНИЕ СЛОЖНЫМИ СИСТЕМАМИ

DOI: 10.18137/RNU.V9187.24.03.P.53



Управление сложными системами5454

В работе для стабилизации программных движений большой динамической систе-
мы применяются проекционно-операторные методы математического программирова-
ния [16–18]. Указанные методы отображают параметры функционала и ограничений за-
дач математического программирования в допустимые или оптимальные решения.

Оператор решения задач стабилизации программных движений
Большая динамическая система, образованная из s подсистем, определена блочно-диа-

гональным оператором вида ( )1

0 0

ˆ ˆ ,
ˆ ,

k k k

k y k k

+ = +

= =

X H X FU

Y C X X X
                                                          (1)

В блочно-диагональном операторе (1) введены следующие обозначения: 
• блочный вектор фазовых координат динамической системы, состоящий из фазовых 

координат s подсистем, с блоками размера n: 1 ,..., ,..., ;
ti s s n

k k k k
× = ∈ X x x x R

• блочный вектор управляющих воздействий динамической системы с блоками разме-

ра m: 1 ,..., ,..., ;
ti s s m

k k k k
× = ∈ U u u u R

•  блочный вектор выходных координат динамической системы с блоками размера  l: 

1 ,..., ,..., ;
ti s s l

k k k k
× = ∈ Y y y y R

•  блочный нелинейный вектор динамической системы, состоящей из s подсистем, 

с блоками размера n: ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1

ˆ ,..., ,..., ,
t s ni s

k k i k s k
× = ∈ H x H x H x H x R ( ) ;i n

i k ∈H x R
• блочно-диагональная матрица управлений динамической системы с блоками размера 

(n×m): { } ( ) ( )
1

ˆ ,..., ,..., , ;s n s m n m
i s idiag × × × ×= ∈ ∈F F F F R F R

•  блочно-диагональная матрица выходов динамической системы с блоками размера 

(l×n): { } ( ) ( )1ˆ ,..., ,..., , .s l s ni s i l n
Y y y y ydiag × × × ×= ∈ ∈C c c c R c R

Блочно-диагональный оператор (1) включает нелинейные стационарные управляе-
мые по Н.Н. Петрову [19] разностные операторы:

( )1

0 0

,

, .

i i i
k i k i k

i i i i i
k y k k

+ = +

= =

x H x F u

y C x x x
                                                         (2)

Векторы и матрицы в (2) имеют вид 1 ,i n
k+ ∈x R ,i l

k ∈y R ,i m
k ∈u R ,n m

i
×∈F R

,i l n
y

×∈C R ( ) .i n
i k ∈H x R
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Оператор стабилизации программных движений большой динамической системы
с ограниченными векторами координат и управлений
Утверждение 1. Блочно-диагональный разностный оператор (2) определяет опера-

тор вида
ˆ ,k k=AZ b                                                                     (3)

где векторы состояний-управлений для s нелинейных подсистем заданы равенствами

1 ,..., ,..., ,
ti s

k k k k =  Z z z z 1 ,i i i
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1 ,..., ,..., ,
ti s
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k k=b H x

Доказательство. Оператор (2) представлен векторно-матричным нелинейным урав-
нением
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Преобразования векторно-матричного уравнения определяют равенство
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После выделения обобщенных векторов фазовых координат и управлений
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Выполнив замену переменных и выделив блочно-диагональную матрицу Â и блочный 
вектор состояний-управлений Zk, можно получить равенство

ˆ ,k k=AZ b

где матрица { }1
ˆ ,..., ,..., , ,

t
i s i n n idiag × = =  A A A A A E F 1 ,..., ,..., ,

ti s
k k k k =  b b b b

( ) ,i i
k k=b H x 1

1,..., ,..., , .
tti s i i i

k k k k k k k+
  = =   Z z z z z x u

Утверждение 1 доказано.
Оператор (3) определяет условие-равенство в задаче стабилизации положения равно-

весия или стабилизации программных движений  [20] большой динамической системы. 
Постановка указанных задач имеет вид: вычислить обобщенный вектор «состояний-
управлений» евклидова конечномерного пространства Rs×(n+m)

( ){ } ( )2* 2ˆarg min , ,t s n m
k k k k k k k k k rφ × += = = − − ≤ ∈      Z Z Z AZ b Z C Z C R        (4)

где 1 ,..., , ...,k k ik sk=   
TC C C C – блочный вектор допустимых программных движений фа-

зовых координат и управлений, 
tx u n m

ik ik ik
+ = ∈ C C C R , r∈R.

Счетное число решений задач конечномерного математического программирова-
ния (4) определено проекционным оператором, синтезированным в [21]:

( ) ( ) ( ) ( )
( )

* *
1 2 1 2

* 0

ˆ , , ,
ˆ ˆ , 1, 2,

k k k

k j k j k j

σ σ θ θ σ θ σ

σ σ+

= + −

= + =

Z Z E Z

Z P b P C
                                         (5)

где 1 ,
t

k k k+ =  Z X U

( ) ( ) ( ) ( ) 0 2 ,
t t t t t t ti i i i

ik k i ik k i i k ik i k ik i ik ik ik rα + + + += − + + − +b P C b P P b C P b C P C C C
0t

ik ik i ikg = C P C , { }1
1 1 1 1,..., ,..., ,i s
k k k kdiagσ σ σ σ= { }1

2 2 2 2,..., ,..., ,i s
k k k kdiagσ σ σ σ=

1 1 ,i
k ik igσ α= − 2 1 ,i

k ik igσ α= + { }1,..., ,..., ,i sdiag θ θ θ=è { }1
ˆ ,..., ,..., ,i sdiag+ + + +=P P P P

( ) 1
,t t

i i i i
−+ =P A A A { }0 0 0 0

1
ˆ ,..., ,..., ,i sdiag=P P P P ( ) 10 ,t t

i n i i i i
−

= −P E A A A A [ ]0;1iθ ∈ .
Вектор «состояний-управлений» (5) позволяет синтезировать оператор стабилиза-

ции программных движений большой динамической системы с ограниченными вектора-
ми координат состояний и управлений

( ) ( )1 1 2
ˆ ˆ , , , .k k k kγ σ σ θ+ = +X H X FU X                                               (6)

В (6) вектор локально допустимого управления имеет вид

( ) ( )( )0 0
1 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ,k u k u k k k kθ σ θ σ+ += = + + − +U T Z T P b P C E P b P C

где { }1ˆ ,..., ,..., , 0
ti s i

u u u u u m n m mdiag × × = =  T T T T T E   – блочно-диагональная матрица, 
«фильтрующая» векторы управлений ui

k   i-х подсистем.
Диагональная матрица параметров обратной связи 

{ }1,..., ,..., ,i sdiagγ γ γ γ=

где γi – параметр обратной связи подсистемы с номером i, вычисляемый на основе прин-
ципа сжимающих отображений [21] как
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           (7)

Выполнение неравенства (7) является достаточным условием устойчивости подсисте-
мы в операторе (6).

Вычислительный эксперимент
В качестве примера рассмотрено электроэнергетическое объединение, состоящее из 

трех электроэнергетических систем, подключенных к шине бесконечной мощности лини-
ями электропередач (см. Рисунок 1).

Рисунок 1. Структура электроэнергетического объединения 
Источник: схема выполнена автором.

Электромеханические процессы в i-й электроэнергетической системе описываются 
уравнениями турбины

2
, .i s i i

i i
i

J d d
T T D

p dt dt
ω ω ϕ

ω ω= − − =ìõi ei                                          (8)

Уравнения линии передачи, связывающей i-ю электроэнергетическую систему и шину 
бесконечной мощности, имеют вид 

( )
( )

0,06 0,011 0,011 10cos ;

0,06 0,011 0,011 10sin .
di di di i qi i

di qi qi i di i

v i i i

v i i i

ω ϕ

ω ϕ

′= + − +

′= + + +
                               (9)

Электромагнитные процессы в электроэнергетическом объединении описывает блоч-
но-диагональный оператор

( )
( )
( )

1 1 1 1 5 3 5 3 1

2 2 2 5 3 2 5 3 2

3 3 3 5 3 5 3 3 3

0 0
0 0 ,
0 0

× ×

× ×

× ×

′       
      ′ = +      
      ′      

x A x B u
x A x B u
x A x B u

                                       (10)

где ,
ti i i i i i i i

i d q f rd rq i d q fi i i i i u u u   = =   x u  – векторы координат состояний и управлений. 
Для вычисления параметров, входящих в блочно-диагональный оператор (10) векто-

ров и матриц, использованы технические данные синхронных турбогенераторов ТВВ-
320-2 (S1 и S2) и ТВВ-500-2 (S3) [22]:



Управление сложными системами5858

( )

1,2 1,2 1,2 1,2 1,2

1,2 1,2 1,2 1,2 1,2

1,2 1,2 1,2 1,2 1,2
1,2 1,2

1,2 1,2 1,2

3,05 9,56 0,22 2,8 5,78

6,18 1,95 3,7 3,7 5,99

0,98 3,1 1,92 5,32 1,85

3,59 11,35 1,55 10

q rqd f rd

q rqd f rd

q rqd f rd

qd f

i i i i i

i i i i

i i i i

i i

ω ω

ω ω ω

ω ω

ω

− + − − −

− − + + −

= − + − + −

− + + −

A x
1,2 1,2

1,2 1,2 1,2 1,2 1,2

,

6,79

8,64 2,73 5,18 5,18 10

rqrd

q rqd f rd

i i

i i i i

ω

ω ω ω

 
 
 
 
 
 
 −
 
 − − + + − 

( )

3 3 3 3 3

3 3 3 3 3

3 3 3 3 3
3 3

3 3 3 3 3

3 3

3,59 10,58 0,08 1,03 4,13

6,78 2,3 2,65 2,65 2,44

1,39 4,09 1,58 3,61 1,6

6,93 20,44 1,38 6,25 7,98

14,79 5,01

d q f rd rq

d q f rd rq

d q f rd rq

d q f rd rq

d q

i i i i i

i i i i i

i i i i i

i i i i i

i i

ω ω

ω ω ω

ω ω

ω ω

ω

− + − − −

− − + + −

= − + − + −

− + + − −

− −

A x

3 3 3

,

5,78 5,78 6,25f rd rqi i iω ω

 
 
 
 
 
 
 
 
 + + − 

1,2 3

5,8 0 0,22 4,1 0 0,08
0 3,7 0 0 2,6 0

, .1,9 0 1,9 1,6 0 1,6
6,8 0 1,6 8 0 1,4
0 5,2 0 0 5,8 0

− −   
   − −   
   = =− −
   
− − − −   
   − −   

B B

Преобразование модели электроэнергетического объединения (8)–(10) к дискрет-
ной форме выполнено в среде динамического моделирования SimInTech [23].

Для динамической системы (6) компоненты диагональной матрицы «допустимости» 
θ: θ1, θ2 и θ3 подобраны экспериментально и равны 0,505. Параметр r = 1. Блочный вектор 
допустимых программных движений-управлений, задающий ограничения на векторы ко-
ординат и управлений, задан в виде

30 10
1 2 3 1 1 1

10
2,3 2,3 2,3

, 0,04 0,04 0,03 0 0 0 0 0,3 0 0 ,

0,06 0,06 0,03 0 0 0 0 0,3 0 0 .

t t

t

x u

x u

    = ∈ = = ∈    

   = = ∈  

C C C C R C C C R

C C C R
Графики изменения мощности турбин (8) учитывают динамику внешней мощности 

и нагрузку, определяемую процессами сети и первичным регулятором скорости враще-
ния, показаны на Рисунке 2.

С учетом изменения нагрузки динамика относительных частот ωi электроэнергетиче-
ских систем, входящих в электроэнергетическое объединение, приведена на Рисунке 3.

Динамика ограниченных вектором допустимых программных движений Cx токов 
электроэнергетических систем, приведена на Рисунке 4.

Синтезированные локально допустимые управляющие воздействия uf, ограниченные 
вектором допустимых программных управлений Сu, показаны на Рисунке 5.

Вычислительные эксперименты демонстрируют возможность стабилизации про-
граммных движений большой динамической системы с ограниченными координатами 
состояний и управлениями.
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Рисунок 2. Графики изменения мощности турбин 
Источник: здесь и далее графики выполнены автором.

Рисунок 3. Динамика относительных частот ωi
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Рисунок 4. Динамика ограниченных токов электроэнергетических систем

Рисунок 5. Ограниченные напряжения обмоток возбуждения uf

Выводы
В работе синтезирован проекционный оператор большой динамической системы, со-

стоящей из s подсистем. Указанный оператор применим для решения задач стабилизации 
программных движений или положения равновесия с ограничениями-неравенствами на 
обобщенный вектор «состояний-управлений».

Вычислительный эксперимент продемонстрировал возможность применения проек-
ционного оператора для стабилизации программных движений динамической системы с 
ограничениями на координаты состояний и управлений.
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