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FUZZY CLASTERING OF THE REVENUE IN 
MOSCOW’S BUDGET
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В статье на основе методов интеллек-
туального анализа данных продемонстриро-
вана взаимосвязь вероятностных и нечетко-
множественных подходов к анализу и модели-
рованию поступлений в московский бюджет 
от объектов наружной рекламы (ОНР). Пред-
ставлена методика лингвистического анализа 
распределения поступлений в бюджет в виде 
аппроксимации гистограммы, сглаженной сдви-
гом полигауссовой модели. Рассмотрены основ-
ные этапы нечеткого логического вывода и 
кластеризации ОНР по критерию поступлений 
с помощью байесовского классификатора и ме-
тода главных компонент.

Ключевые слова: Data Mining, преобразова-
ния Бокса – Кокса, диаграмма рассеяния, ква-
зистатистики, экспоненциально взвешенные 
оценки Мешалкина, лингвистический анализ ги-
стограммы, EM-алгоритм, байесовские оценки, 
нечеткий логический вывод, метод главных ком-
понент.

On the basis of Data Mining methods 
demonstrated the interrelation of probabilistic and 
fuzzy-set approaches to the analysis and modeling 
of revenue in the Moscow’s budget from the market 
of outdoor advertising objects. The technique of 
linguistic analysis for distribution of the revenue 
in Moscow’s budget in the form of poly-Gaussian 
approximation of the average shift histogram is 
presented. The content of the main stages of fuzzy 
inference and clustering of outdoor advertising 
objects by the revenue criterion using Bayesian 
classifi er and principal components analysis are 
examined.

Keywords: Data Mining, Box – Cox trans-
formations, scatter plot, quasi-statistics, Meshalkin’s 
exponentially weighted estimates, linguistic analysis 
of histogram, EM-algorithm, Bayesian estimators, 
fuzzy inference, principal component analysis.
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Введение
Описательные и прогнозные модели, осно-

ванные на применении современных методов 
и алгоритмов Data Mining. позволяют выявить 
закономерности, содержащие знания, необхо-
димые для оценки финансовых рисков и про-
гнозирования рыночных тенденций. В докла-
де проанализирована проблема формирования 
описательных моделей эффективности объектов 
наружной рекламы (ОНР). Надежной методи-
ческой основой такого рода моделей являются 
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алгоритмы нечеткой кластеризации различных 
типов ОНР по уровню поступлений в бюджет. 
Представлен экспертный подход к анализу исхо-
дной информации, который позволяет учесть ее 
неопределенность. Плодотворным в этом смыс-
ле является применение систем обработки зна-
ний экспертов с помощью алгоритмов нечеткого 
логического вывода [1; 2].

Модель  многомерных  данных
Трехмерная модель исходных данных пред-

ставляет собой информационный «куб» [3] со 
следующими измерениями:

1. «время» в виде последовательности меся-
цев 1,2, ,n N    48N   в период с 2008 по 
2011 год включительно;

2. «округ» в виде упорядоченной последова-
тельности административных округов г. Москвы 

1,2, ,m M    11M  , представленных в таб-
лице 1 по состоянию на 2011 год;

3. «тип ОНР» в виде упорядоченной по-
следовательности типов наружной рекламы 

1,2, ,k K    30K  , представленных в таб-
лице 2;

Таблица 1
Административные округа

m Наименование
1. Общегородской заказ (ОГЗ)

2. Восточный административный округ 
(ВАО)

3. Западный административный округ (ЗАО)

4. Зеленоградский административный округ 
(ЗелАО)

5. Северный административный округ 
(САО)

6. Северо-восточный административный 
округ (СВАО)

7. Северо-западный административный 
округ (СЗАО)

8. Центральный административный округ 
(ЦАО)

9. Южный административный округ (ЮАО)

10. Юго-восточный административный округ 
(ЮВАО)

11. Юго-западный административный округ 
(ЮЗАО)

Кластерная структура данных исследовалась 
в пространстве Евклида одиннадцати админи-
стративных округов г. Москвы. Исходными при-
знаками в этом случае являются компоненты 
вектора столбца

 1 , ,
T

Mx x x
 

                                             

в виде поступлений в московский бюджет от 
ОНР, консолидированных по месяцам в перио-
ды 2008  1 12n  , 2009  13 24n  , 2010 
 25 36n   и 2011  37 48n   годов. Здесь и 
далее зависимость векторов от индекса времени 
n опускаем для упрощения записи.

Таблица 2
Типы наружной рекламы

k Наименование

1. Витраж

2. Выносная щитовая конструкция (штендер)

3.
Информационная конструкция предприя-
тия и организации по обслуживанию насе-
ления на здании

4.
Кронштейн на здании (площадью одной 
стороны более 1 кв. м и высотой более 
1,5 м)

5.
Кронштейн на здании
(площадью одной стороны менее 1 кв. м 
и высотой менее 1,5 м)

6. Кронштейн на несветовой опоре
7. Кронштейн на световой опоре
8. Крышная установка
9. Маркиза
10. Настенное панно (площадью более 2 кв. м)

11. Настенное панно (площадью менее 2 кв. м)

12 Носимая реклама
13. Объемно-пространственная установка

14. Объемно-пространственный объект (от-
дельно стоящий)

15. Отдельно стоящая реклама на флагах и 
других мягких полотнищах

16. Прочие нетиповые объекты (мусорные 
контейнеры, телефонные будки и пр.)

17. Реклама на остановках транспорта
18. Реклама на строительной сетке
19. Реклама на флагах и др. мягких полотни-

щах

20. Реклама на флагах и других мягких полот-
нищах на здании, маркизы (площадью бо-
лее 2 кв. м)

21. Реклама на флагах и других мягких полот-
нищах на здании, маркизы (площадью ме-
нее 2 кв. м)

22. Стационарная установка над проезжей ча-
стью(1)
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23. Транспарант-перетяжка
24. Тумба отдельно стоящая
25. Щит на временном ограждении
26. Щит на ограждении
27. Щит отдельно стоящий
28. Электронный экран на здании
29. Электронный экран на крыше
30. Электронный экран отдельно стоящий

Иными словами, для каждого года выборка 
обучающих примеров представляет собой блоч-
ную матрицу  1 KX X X

 
  размером M K . 

Текущий столбец  1 , ,
T

k k M kX X X


  матри-
цы – это поступления в бюджет от k-го типа ре-
кламы в административные округа за фиксиро-
ванный год.

Разведочный анализ данных выполнялся 
после предварительного преобразования Бокса – 
Кокса (БКП) [4] обучающей выборки для каждо-
го административного округа. Величина смеще-
ния БКП   выбиралась из условий 0m kX   ,

1,2, ,m M  , 1,2, ,k K  . Оптимальное зна-
чение параметра mg  БКП удовлетворяли кри-
терию максимума логарифма правдоподобия 
 mL g . Зависимости логарифма правдоподо-

бия  mL g  от параметра mg  для поступлений 
в московский бюджет от ОНР за 2008 г. в один-
надцати административных округах и значения 
смещения 810   иллюстрирует рис. 1.

Рис. 1. Зависимость логарифма правдоподобия 
от параметра преобразования Бокса – Кокса

Результаты расчета показали, что оптималь-
ные оценки параметра БКП лежат в интервале 

0,15 0,1mg   , 1,2, ,m M  . Графики БКП 
для указанных выше значений параметра mg  де-
монстрирует рис. 2.

Рис. 2. БКП для различных значений параметра g:
1 – 0,15g   ; 2 – 0,1g   ; 3 – 0,05g   ; 

4 – 0g  ; 5 – 0,05g  ; 6 – 0,1g 

Удобным инструментом разведочного анали-
за данных является диаграмма рассеяния (ДР), 
содержащая K точек в M-мерном пространстве 
преобразованных признаков  1 , ,

T

k k M kY Y Y


 , 
1,2, ,k K  . Здесь и в дальнейшем зависимость 

от параметра mg  БКП опускается. Топологию 
ДР удобно исследовать методом ‟Grand Turˮ ди-
намической визуализации многомерных данных 
[5]. Ортогональная проекция ДР на одну из ги-
перплоскостей в пространстве одиннадцати ад-
министративных округов г. Москвы для поступ-
лений в 2008 г. представлена на рис. 3.

Рис. 3. Ортогональная проекция многомерной ДР 
на плоскость визуализации
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Анализ формы ДР с различных ракурсов 
свидетельствует о наличии достаточно выражен-
ных генеральных направлений в пространстве 
преобразованных признаков. Иными словами, 
имеет место значимая корреляция признаков 

 1 , ,
T

My y y
  .

Нечетко-множественый и вероятностный 
подходы  к  анализу  данных

Существенной проблемой формирования 
адекватных описательных статистик является 
наличие жесткого ограничения малого объема 
данных. В нашем случае гипотетический объем 
выборки K = 30 ассоциирован с количеством ти-
пов ОНР. Однако значения 0m kX  , свидетель-
ствующие об отсутствии поступлений в округа 
от некоторых типов рекламы, приводят к необ-
ходимости игнорировать аномально низкие ве-
личины признаков. Это снижает фактический 
объем данных. Известно, что в соответствии 
с правилом Старгеса (Sturges’s rule) [6] объем 
выборки, необходимый для формирования ги-
стограммы нормального распределения, содер-
жащей как минимум 5 разрядных интервалов, 
рассчитывают по формуле 5 1 4

min 2 2 16K    .
Рациональное решение проблемы мало-

го объема выборки основано на нечетко-
множественном подходе к анализу данных. В 
рамках такого подхода конструктивным является 
понятие квазистатистики, введенное в работе [2, 
с. 28]. В частности, консолидированные по годам 
выборки поступлений в бюджет от 30 типов ОНР 
в каждый из одиннадцати округов г. Москвы бу-
дем считать достаточными, чтобы с приемлемой 
степенью достоверности сформировать оценки 
законов распределения наблюдений.

С другой стороны, нет оснований кардиналь-
но разграничивать нечетко-множественный и 
вероятностный подходы к интеллектуальному 
анализу данных. В указанном смысле следует 
отметить результаты теоретического анализа, 
представленного в разделе 1.4.6 работы [7], ин-
терпретирующего нечеткие множества как «про-
екции» случайных множеств. Последующее со-
держание статьи демонстрирует плодотворное 
сочетание нечетко-множественной и вероят-
ностной методологий.

Исключение  аномальных  значений  из  
данных

Аномальные значения в данных существенно 
искажают результаты стандартного оценивания 
основных статистик. Одним из рациональных 
методов исключения влияния загрязнений вы-
борки являются экспоненциально взвешенные 

оценки (ЭВО) характеристик положения и мас-
штаба Л. Д. Мешалкина. Одномерные робастные 
ЭВО математического ожидания (МО)  ma   
и среднего квадрата отклонения (СКО)  ms  , 

1,2, ,m M   представляют собой решение соот-
ветствующей системы нелинейных уравнений [8].

Структура ЭВО обеспечивает автоматиче-
ское подавление выбросов в данных, если пара-
метр эффективности статистик 0  . Аномаль-
но большие значения m kY  формируют большие 
расстояния Махаланобиса, поэтому взвешива-
ются экспоненциальными весами, достаточно 
малыми, чтобы не вносить значимого вклада в 
результирующую оценку. В работах А.М. Шу-
рыгина [8] показано, что ЭВО являются оцен-
ками минимума контраста. Однако снижение 
эффективности ЭВО повышает их устойчивость 
к нарушению гипотезы нормальности плотности 
распределения вероятности (ПРВ).

Процесс сходимости алгоритма расчета ЭВО 
с параметром 1   для характеристик положе-
ния и масштаба поступлений от ОНР за 2008 г. в 
случае общегородского заказа (m = 1) иллюстри-
рует рис. 4

ЭВО удобны для формирования границ, от-
деляющих кластер «типичных» значений m kY , 

1,2, ,k K   от выбросов. Результаты модели-
рования показали, что в качестве границ рацио-
нально выбирать правило «двух сигм», т.е. вели-
чины  2m ma s . В соответствии с указанным 
правилом выполнялось масштабирование дан-
ных:

       min max min
m k m k m m my Y Y Y Y      

1,2, , mk K                    ,
очищенных от загрязнений, с целью преобра-
зования их к стандартному интервалу от 0 до 1. 
Здесь  min

mY  и  max
mY  – робастные оценки точной 

нижней и верхней границ кластера «типичных» 
значений; mK  – количество наблюдений в кла-
стере.

Рис. 4. ЭВО характеристик положения и масштаба: 
1 – МО; 2 – СКО

,
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Гистограмма, сглаженная сдвигом
В рамках понятия квазистатистики адекват-

ной моделью закона распределения для выбор-
ки данных, очищенных от загрязнений, является 
ASH-оценка. Процедуру сглаживания классиче-
ской гистограммы окном данных  mW n  опи-
сывает уравнение дискретной свертки [6]. 
Ширина разрядных интервалов выбиралась в 
соответствии с робастной оценкой Фридмана – 
Дьякониса 32 m mIQ K , где mIQ  – интерквар-
тильный диапазон нормированных поступлений 
в бюджет в m-ом административном округе за 
фиксированный год. Кроме того, ширину раз-
рядных интервалов классической гистограммы 
выбирали так, чтобы их количество было не ме-
нее пяти.

Окно данных  mW n  выбирали из условия 
 1

1
m

m

i
m mn i

W n i

 
 . В этом случае ASH-оценка 

распределения интегрируема с единицей. Такой 
нормировке удовлетворяет обобщенное окно 
вида:

     
1

1

m

m

i

m m m m
l i

W n i Ker n i Ker l i


 

  ,

где  Ker u  – положительная четная функция 
ядра, заданная на стандартном интервале [–1; 1] 
и интегрируемая с единицей. Популярные моде-
ли ядерных функций приведены в [6, с. 140]. На 
рис. 5 представлена ASH-оценка распределения 
нормированных поступлений в бюджет за 2008 г.
для общегородского заказа.

Рис. 5. Оценки распределения нормированных 
поступлений в бюджет:

1 – ASH; 2 – полигауссовская аппроксимация

В качестве модели функции ядра применя-
лось трижды взвешенное ядро Епанечникова. 
Объем очищенной выборки данных составил 

1 26K   наблюдений. Количество разрядных и 
суженных интервалов выбиралось 6 и 180 соот-
ветственно.

Конечная  смесь  стандартных  распреде-
лений

Теоретически обоснованной методической 
основой процедуры лингвистического анализа 
гистограммы [9] является модель конечной сме-
си стандартных распределений:

 mN

n
nmnmnmnmmm scyPyf

1
,ˆ ,

где m nP , 1,2, , mn N   и mN  – априорные веса 
лингвистических классов уровней «доходности» 
ОНР и их количество для m-го административ-
ного округа;  

nmnmnm scy ,  – парциальные 
распределения с характеристиками положения 

m nc  и масштаба m ns  лингвистических классов. 
В дальнейшем там, где это не вызвано необходи-
мостью, зависимость параметров модели (3) от 
номера m административного округа опускаем 
для сокращения записи.

В рамках представления (3) байесовский 
подход к формированию параметрической мо-
дели лингвистической переменной сводился к 
описанию функций принадлежности классов 
апостериорными весами:
 yfscyPyw nnnnn ˆ, ,

1,2, ,n N 
.             

Оптимальную оценку вектора параметров 
 ,,,,,, 11 NN ccPP  1 , , Ns s  модели (3) 
получают с помощью эффективного в вычис-
лительном отношении EM-алгоритма. Стан-
дартным критерием оптимальности параметров 
модели является функционал правдоподобия 
Фишера:

Lopt maxarg ,
 1

0

ˆln dyyfyfL .

Рациональным критерием оптимальности 
является также функционал расстояния Бхатача-
рия [10]:

, Dopt minarg
  

     
1

0

ˆlnD f y f y dy 
     
  


 
.

Решением указанных выше задач условной 
оптимизации является система нелинейных 
уравнений, представленная в [10]. Итерационная 
процедура решения такой системы уравнений 
[11, с. 1299] позволила аппроксимировать ASH-

1
1

mN

m n
n

P


 ,
(3)

(4)
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оценку распределения нормированных посту-
плений в бюджет за фиксированный год в теку-
щем административном округе параметрической 
моделью (3).

Выбор количества классов N терм множества 
лингвистической переменной уровней «доход-
ности» ОНР и начальных оценок параметров мо-
дели (3) в значительной степени является субъ-
ективным и основан на мнении эксперта.

Популярной на практике является полигаус-
совская модель конечной смеси распределений 
(3), в которой в качестве парциальных применя-
ют нормальные распределения:

 22 2exp
2

1, nn
n

nnn scy
s

scy .

Полигауссовская аппроксимация ASH-оцен-
ки распределения нормированных поступлений 
в бюджет за 2008 г. для общегородского заказа 
представлена на рис. 5. Явно выраженная мо-
дальная структура распределения свидетельству-
ет о наличии трех классов уровней «доходности» 
ОНР – низкой, средней и высокой. Байесовскую 
модель (4) соответствующей трехуровневой 
лингвистической переменной демонстрирует 
рис. 6.

Рис. 6. Байесовская модель лингвистической переменной:
1, 2, 3 – функции принадлежности классов низкой, 

средней, высокой «доходности» ОНР;
4 – полигауссовская аппроксимация ASH-оценки 

распределения

Процесс сходимости EM-алгоритма обу-
чения модели (3) по критерию правдоподобия 
иллюстрирует рис. 7. Из графиков видно, что 
сходимость параметров модели к оптимальным 
значениям достигается практически за 10 ите-
раций как по критерию правдоподобия Фишера 
 L i , так и по критерию расстояния Бхатачария 
 D i .

Рис. 7. Сходимость EM-алгоритма по итерациям i 
обучения модели

Нечеткий  логический  вывод
Ранжирование ОНР по уровню поступлений 

в бюджет выполнялось с помощью алгоритмов 
нечеткого логического вывода. Одним из основ-
ных этапов формирования моделей прибли-
женных рассуждений является агрегирование 
нечеткой информации об объекте анализа. В на-
шем случае – это композиция средних уровней 
«доходности» лингвистических классов. Иными 
словами, комплексный показатель эффективно-
сти различных типов ОНР представлен в виде 
байесовской модели учета неопределенности:

   
1

mN
AC

m k m n m n m k m
n

y c w y 





,   

где m nc  и m ky  – средняя «доходность» (узловая 
точка [2, с. 157; 9]) n-го лингвистического класса 
и нормированные поступления в городской бюд-
жет от k-го типа ОНР в m-ом административном 
округе за фиксированный год.

Последовательность значений  AC
m ky  k = 1,2, 

..., K  упорядоченная по убыванию, ранжирует 
различные типы ОНР по их «доходности» в m-ом 
административном округе за фиксированный 
год. Кроме того, байесовский классификатор, за-
числяющий k-й тип ОНР в n-й класс «доходно-
сти» по правилу победителя, т.е.

 

реализует лингвистическую кластеризацию ОНР. 
В качестве примера в таблицах 4–6 представ-
лены результаты такого рода кластеризации по 
уровням поступлений в бюджет за 2008 г. для 
общегородского заказа.

1,2, ,m M 

1,2, ,k K 

,

,

1,2, , mj N  j n

   m n m k m m j m k mw y w y 
 

,
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Заключение
В работе проанализирована тесная взаимо-

связь вероятностного и нечетко-множественного 
подходов к анализу и моделированию эффектив-
ности различных типов ОНР по критерию по-
ступлений в московский бюджет. Представлена 
методика учета фактора неопределенности, обу-
словленного малым объемом выборки на основе 
применения фундаментальной процедуры сгла-
живания экспериментальных данных. В частно-
сти, проиллюстрирована эффективность линг-
вистического анализа распределений исходных 
признаков в результате комбинации непарамет-
рической модели в виде гистограммы, сглажен-
ной сдвигом, и параметрического описания в 
виде конечной смеси стандартных плотностей.
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