
70
Серия «Сложные системы …». Выпуск 1

© Загайнов А.И., 2018.

DOI: 10.25586/RNU.V9187.18.04.P.70                                                                  УДК 519.876.5

А.И. Загайнов

СЛУЧАЙНОСТЬ ИЛИ ХАОТИЧНОСТЬ: 
ФРАКТАЛЬНЫЙ АНАЛИЗ ПРИРОДЫ РЯДОВ НАБЛЮДЕНИЙ
Рассматриваемая статья посвящена применению численного фрактального ана-

лиза к задаче обработки нестационарных временных рядов.
Принципиальным вопросом анализа временных последовательностей, отражаю-

щих динамику многих реальных процессов, является их нестационарность и наличие 
признаков хаотической динамики. Интерпретация указанных наблюдений как реали-
заций процессов динамического хаоса позволяет объяснить низкую эффективность 
диагностических схем, основанных на статистической обработке информации. Дан-
ный подход дает потенциальную возможность для построения нового класса про-
гностических индикаторов, базирующихся на концепции фрактальной математики.

Предложена методика идентификации природы стохастических и хаотических 
нелинейных процессов,  порожденных нестационарными временными рядами наблю-
дений. Изучены фрактальные характеристики процессов. В частности, приведены 
кривые расходимости корреляционной размерности в зависимости от размерности 
фазового пространства. Проведен анализ сходимости фрактальной размерности на 
основе оценки аппроксимированной энтропии.

Представлен пример детерминированной динамики, для которого корреляци-
онная размерность равна постоянной величине, а аппроксимированная энтропия – 
нулю.  Показан вид соответствующего ему регулярного аттрактора и определены 
значения его параметров. Математическое описание последовательностей наблю-
дений на основе моделей динамического хаоса позволяет сформулировать задачу 
нелинейной классификации изучаемых временных рядов. Подобная классификация 
основана на новых мерах неопределенности и представляет основу для дальнейших 
фундаментальных исследований.

Ключевые слова: детерминированный хаос, фазовое пространство, корреляци-
онный интеграл, сходимость фрактальной размерности.  

A.I. Zagaynov

RANDOMNESS OR CHAOS: FRACTAL  ANALYSIS 
OF THE NATURE OF SERIES OF OBSERVATIONS

The considered article is devoted to the disclosing numerical capabilities of fractal 
analysis in the processing of non-stationary time series. 

The fundamental point of the analysis of time series is their unsteadiness and signs 
of chaotic dynamics. The interpretation of these observations, a realization of the process 
of dynamic chaos, lets explain the low effi ciency of diagnostic procedures based on the 
statistical processing of information. This approach provides the potential to build a new 
class of prognostic indicators, based on the fractal mathematics concepts.

The method of identifying the nature of stochastic and chaotic non-linear processes 
generated by non-stationary time series observations is proposed. In the article the fractal 
characteristics of the processes is studied. In particular, the correlation dimension curves 
divergence depending on the dimension of the phase space are given, and a convergence 
analysis of fractal dimension based on an assessment of approximate entropy is performed.
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We present an example of the deterministic dynamics for which the correlation 
dimension is equal to a constant value, and approximated entropy is zero. In the article we 
show a corresponding regular attractor and the values of its parameters. The mathematical 
description of sequences of observations on the basis of dynamic chaos models allows 
us to formulate the problem of non-linear classifi cation of the studied time series. This 
classifi cation is based on the new measures of uncertainty and provides the basis for further 
fundamental research.

Keywords: deterministic chaos, phase space, correlation integral, convergence of 
fractal dimension.

1. Введение
Большинство реальных процессов не являются детерминированными, т.е. содер-

жат неопределенную составляющую, не допускающую точного прогноза. Основным 
средством математического описания таких процессов являлся подход, базирующий-
ся на вероятностно-статистической парадигме.

Можно ли на основе наблюдений отличить случайный процесс от хаотического? 
При решении ряда прикладных задач этот вопрос имеет принципиальное значение. В 
частности, при анализе процессов, протекающих на электронных торговых площад-
ках, вопрос о случайности временных рядов котировок торговых активов может при-
вести к существенным изменениям в стратегии управления активами.

Вопросу о случайности динамики котировок были посвящены работы [1–5]. В то 
же время, авторы целого ряда работ, включающих в себя результаты численных ис-
следований этого вопроса, указывают на наличие хаотичности в динамике рыночных 
котировок [6–11].

Под стохастическим, или случайным, процессом понимается последовательность 
случайных величин { }t t TX  , индексированных параметрами времени или положения. 
Используя колмогоровскую аксиоматику, основанную на концепте вероятностно-
го пространства , ,   ,  где Ω – пространство элементарных событий, Σ – сигма-
алгебра событий, P – вероятностная сигма-аддитивная мера, такая, что ( ) 1   , опре-
делим случайный процесс как параметризованное семейство случайных отображений 

: ,tX R t T  . При этом каждая реализация случайного процесса :tX T R  
априори не допускает точного прогноза. Тем не менее, при наличии определенных 
допущений можно сделать важные практические выводы об усредненной динамике 
изучаемого процесса и характеристиках рассеяния его значений. Наиболее распро-
страненным, хотя и мало обоснованным предположением является гипотеза о посто-
янстве во времени вероятностной меры ( ) constP t  , т.е. о стационарности случайного 
процесса.

На практике в чистом виде стационарность найти крайне сложно. Однако про-
стейшая аддитивная модель наблюдений вида ( ) ( ) ( )Y t X t v t   , где ( )X t  – некоторая 
системная составляющая, отражающая закономерное изменение изучаемого процес-
са, а ( )v t  – чисто случайная компонента, образованная стационарным случайным про-
цессом, нашла широкое практическое применение. Иными словами, стационарности 
нет в реальных процессах, но ее можно выделить в виртуальных представлениях, ис-
пользуемых для решения задач наблюдения и управления.

Существенные изменения в анализе генезиса неопределенности произошли в 
середине XX столетия. Начались интенсивные исследования в области нелинейных 
динамических систем, позволившие выделить новую категорию неопределенности, 
описываемую моделью детерминированного (или динамического) хаоса [12–22].

Заметим, что переход от случайности к хаосу можно объяснить неизвестностью 
отображений (в том числе систем нелинейных дифференциальных уравнений), зада-
ющих состояние системы в определенный момент времени. Таким образом, наиболее 
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важный вопрос в характеристике хаоса состоит в установлении факта существования 
такого отображения в принципе. Если оно существует, то, как показывают все из-
вестные численные эксперименты, система своим поведением порождает детерми-
нированный хаос; если нет, то вопрос о хаотическом поведении системы остается 
открытым.

В настоящей работе представлена алгоритмическая схема, позволяющая иденти-
фицировать хаотический процесс на основе фрактального анализа данных.

Рассматриваемая статья осуществляет анализ природы временных рядов наблю-
дений средствами теории детерминированного хаоса с применением апостериорного 
оценивания размерности пространства вложения с помощью известной теоремы Та-
кенса [21]. При этом в качестве примера исходных данных с неопределенной струк-
турой модели используются результаты наблюдений за валютными котировками на 
электронном рынке Форекс.

Следует отметить, что определение случайного процесса в терминах фрактальной 
математики недостаточно дать на уровне фрактальной размерности, поскольку его 
выявление невозможно выполнить в одном из конечномерных фазовых пространств. 
Поэтому в работе обсуждается построение фрактальной размерности для нескольких 
фазовых пространств в совокупности. Это возможно сделать, рассмотрев последова-
тельные пространства и вычислив фрактальную размерность в каждом из них, оцени-
вая показатели расходимости размерности в зависимости от ее удаления от главной 
диагонали первого координатного угла.

2. Фрактальные размерности аттрактора динамической системы
Следуя [17; 18], под динамической системой (ДС) будем понимать эволюционный 

оператор для переменных состояния. Изменения вектора пространства состояния ДС 
(фазового пространства) в зависимости от времени отображается ее фазовой траек-
торией, или фазовым портретом. Пусть вне зависимости от начальных условий ДС 
перешла в какую-то определенную область фазового пространства. При этом соот-
ветствующий эволюционирующий фазовый портрет называется аттрактором ДС. 
Самые простые примеры аттракторов [5; 17; 18] – неподвижная точка, предельный 
цикл, тор. Такие аттракторы являются полностью предсказуемыми, их поведение про-
гнозируется с любой точностью. Однако еще в начале 60-х годов прошлого столетия 
были открыты более сложные непредсказуемые траектории с размытой геометриче-
ской формой. В этих случаях ДС демонстрируют хаотическое поведение, отвечающие 
им структуры получили название странных аттракторов и для их характеристики 
был введен ряд количественных мер.

Наиболее распространенными характеристиками хаотических аттракторов ДС 
являются фрактальные меры, определяемые через вероятность нахождения точки в 
определенной области фазового пространства. Наиболее общим их выражением явля-
ется так называемая размерность Реньи [19–20; 23–24]:

( )

1

0

1 lim
11

M
q
i

i
q

ln p
D

q ln
,

где M (ε) – минимальное количество кубиков со стороной ε, полностью покрывающих 
аттрактор, pi – вероятность пересечения i-го кубика фазовой траекторией ДС.

Частными случаями размерности Реньи являются размерность Колмогорова, ин-
формационная размерность и корреляционная размерность, получаемые при парамет-
рах q = 0, 1, 2. Соответственно, размерность Колмогорова – Хаусдорфа и корреляци-
онная размерность имеют вид:
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Преобразуем последнее выражение, используя правило Лопиталя и дифференци-
рование по параметру q:
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Далее, устремляя 1q  , и с учетом того, что 
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Здесь DI – инфор мационная размерность, a DC:

2 2

1 1
2 0 0

ln ln
1 lim lim

11 2 lnln

M M

i i
i i

c

p p
D D  –

корреляционная размерность.
Для пространственно однородных аттракторов (т.е. для аттракторов, поведение 

которых полностью определяется их геометрией) все эти размерности одинаковы. 
Заметим, что размерность Реньи, исходя из ее определения, является монотонно 

убывающей функцией q:

1 21 2 q qq q D D   .
Также отметим, что при вычислении корреляционной размерности используют 

следующее определение: 
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3. Методология фрактального анализа
Построение фрактала из исходного одномерного конечного сигнала связано с вос-

становлением его аттрактора. Это положение происходит из теории динамических си-
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стем, с которым на начальном этапе своего развития была неразрывно связана теория 
детерминированного хаоса. Данный факт отчетливо прослеживается в теореме Такен-
са, в которой предложен способ построения восстановленного аттрактора, принад-
лежащего гладкому многообразию, положив в качестве координат вектора состояния 
тот же самый ряд, смещенный относительно себя на некоторое постоянное значение:

1 2, , , 1 , , , nx i x i x i x i n x x x .
Здесь x(i) – исходный временной ряд, n – размерность пространства вложения, 

τ – временная задерж  ка. Соответственно, вектор  1 2, , , nx x x  определяет координа-
ту одной точки на восстановленном аттракторе. При этом n удовлетворяет условиям 
теоремы Такенса:

 2 1An d  ,
где dA – размерность восстановленного аттрактора. 

В соответствии с той же теоремой Такенса, что при числе отсчетов N → ∞, по-
строенное методом задержки отображение является гладким и обратимым почти при 
любой конечной задержке τ. Свойства построенного таким образом аттрактора метри-
чески (и вероятностно) эквиваленты исходному аттрактору динамической системы.

Однако для реальных временных рядов эта теорема неприменима, в силу их ко-
нечности. К настоящему моменту для конечных временных рядов подобные теорети-
ческие результаты не получены. Существуют лишь оценки длины временного ряда, 
необходимые для характеристики степени подобия аттрактора с конечным числом 
значений. В качестве примера оценки необходимой длины приведем критерий А. Цо-
ниса [22]:

0.410 100n DN   .
Другим параметром, требующим уточнения при проведении численных фрак-

тальных исследований хаотических процессов, является параметр задержки τ. Самый 
приемлемый способ, рекомендуемый в [24], состоит в нахождении первого нуля авто-
корреляционной функции

    
1

1 N

i i
i

B x x x x
N






   
  ,

где исходный временной ряд ix x i t . При этом

min 0 .
jopt jB

Применение  предложенного подхода связано с гипотезой о некоррелированности 
координат точек аттрактора, обусловленной ортогональностью векторов базиса про-
странства вложения. Однако эти утверждения неэквивалентны, и выбор параметра 
задержки таким способом не всегда является оптимальным.

Альтернативой представленному методу является построение функции сред-
ней взаимной информации по методу A.M. Fraiser et al. [23]. С этой целью интервал 

,min maxi ii ix x  делят на L равных частей. Обычно L выбирают по формуле Старка:

 2log 1L N  .
Событие «x(t) принадлежит i-му интервалу» обозначают Ai, событие «x(t + τ) при-

надлежит j-му интервалу» – Bj . P – вероятность соответствующего события. Функция 
средней взаимной информации определяется в виде

     
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В качестве оптимального параметра задержки выбирается первый локальный ми-
нимум построенной функции:

/ / /0, ,min 0 0 .
jopt j j jI I I

Как показано в [23], для некоторых тестовых данных (аттрактор системы урав-
нений Лоренца) значение оптимального параметра задержки, полученное на основе 
использования функции средней взаимной информации, является предпочтительней.

Там же показано, что для некоторых тестовых данных (аттрактор системы урав-
нений Лоренца) значение оптимального параметра задержки, полученное этим спосо-
бом, является предпочтительней, чем первое.

Наиболее известными характеристиками аттрактора динамической системы яв-
ляются вероятностные (или фрактальные) размерности. При этом оценивается ве-
роятность нахождения точки в определенной области самого аттрактора в фазовом 
пространстве. Их общим выражением, как уже было отмечено, является размерность 
Реньи [23–24]. Из свойства убывания размерности в зависимости от параметра q сле-
дует, что для рассматриваемых объектов параметр q должен быть положительным. В 
настоящее время этот параметр принят равным двум (корреляционная размерность 
является оценкой информационной размерности, для ее вычисления разработан уни-
версальный численный алгоритм, из полученного алгоритма автоматически следует 
оценка соответствующей аппроксимированной энтропии). Из общего выражения для 
размерности Реньи мы получили, что корреляционная размерность есть:

2 2

1 1

0 0

ln ln
1 lim lim .

1 2 ln 1/ ln

M M

i i
i i

C

p p
D

Последнее выражение удобно представить в форме:
  
 0

ln
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lnc

C
D







,

где     2
, 1

1lim ,
m

i jm
i j

C r r x x
m



    – корреляционный интеграл,  
1, 0
0, 0
 

     
 – 

функция Хевисайда,  ,i jx x  – функция расстояния в n-мерном пространстве. Для 
аттракторов, состоящих из конечного числа точек, корреляционный интеграл заменя-
ется соответствующей оценкой:

 
  

 1 1

,

1 / 2

M M i j

i j i

r x x
C r

M M  

  


 ,

где M – количество точек на восстановленном аттракторе.
Фрактальность исследуемого объекта предполагает:

  ~ CDC r r ,
откуда следует, что  ln ~ lncC r D r. Тогда корреляционную размерность можно оце-
нить через значение наклона прямой, отвечающей логарифму корреляционного ин-
теграла. Самым простым способом получения линейной зависимости по последо-
вательности экспериментальных данных, как известно, является метод наименьших 
квадратов:

 

 

2

1 1 1

1 1

ln ln ln ln

ln ln

T T T

i i C i i
i i i
T T

i C i
i i

C r r D r b r

C r D r bT

  

 


 


  

  

 
,

где T – количество измерений корреляционного интеграла для различных расстояний 
ri (вычисленных на равномерной сетке).
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Справедливость приведенного закона ограничена значениями ri , достаточно ма-
лыми по сравнению с размером аттрактора. Очевидно, при увеличении r до размеров 
аттрактора корреляционный интеграл ( ) 1C r  , а при уменьшении, в силу конечности 
точек на аттракторе, ( ) 0C r  . При этом указанный степенной закон справедлив толь-
ко в ограниченном диапазоне r (так называемый диапазон скейлинга), который может 
быть использован для определения размерности аттрактора. Этот диапазон необхо-
димо либо принять постоянным, либо установить на практике для рассматриваемых 
нами временных рядов и менять в зависимости от типа сигнала (типа соответствую-
щего аттрактора сигнала).

Аппроксимированная энтропия отражает вероятность возникновения новых ре-
жимов при возрастании размерности пространства вложения. Чем она больше, тем 
больше неопределенностей в исходном сигнале. Для ее вычисления генерируются 
два аттрактора в последовательных пространствах вложения. Обычно (n + 1)-мерное 
пространство является следующим по отношению к условиям теоремы Такенса. Для 
оценки их схожести вычисляют корреляционный интеграл в каждом пространстве. 
При этом аппроксимированная энтропия ApEn находится из условия:

   
 

1

, ln
n

n

C r
ApEn n r

C r

 
    

 
.

Однозначные рекомендации по нахождению конкретного расстояния r для оце-
нивания значения аппроксимированной энтропии в литературе отсутствуют. При-
емлемым значением расстояния r обычно принимают расстояние, на котором кор-
реляционный интеграл пересекается с аппроксимирующей его прямой в двойном 
логарифмическом масштабе в (n + 1)-мерном фазовом пространстве. Тангенс угла на-
клона этой прямой и является оценкой корреляционной размерности. В случае если r 
выходит за границы диапазона скейлинга в n-мерном пространстве, то оно вычисляет-
ся в n-мерном фазовом пространстве тем же самым алгоритмом. На практике провер-
ка этих двух условий является достаточной для нахождения r. Теоретически, если оба 
условия не выполнены, в качестве значения r можно взять одну из границ диапазона 
скейлинга (в зависимости от нахождения пересечения корреляционного интеграла c 
аппроксимирующей его прямой) в (n+1)-мерном фазовом пространстве.

4. Сходимость фрактальной размерности
Оценка величины фрактальной размерности на практике выполняется апостери-

орно. Для проверки правильности ее вычисления предлагается оценить фрактальную 
размерность FD в (n + 1)-мерном фазовом пространстве. В случае равенства полу-
ченных результатов FD(n + 1) = FD(n), процесс является детерминированным хаосом. 
Этот случай определяет математические абстракции, установленные Лоренцом, Рес-
слером, Хеноном и др.

Расходимость фрактальной размерности до предельного случая, отвечающего 
прямой линии  FD n n , означает, что исследуемый ряд наблюдений представля-
ет собой случайный процесс (рис. 1). Любой другой ряд наблюдений, находящийся 
между этой прямой и сходящейся кривой, следует отнести к категории недетермини-
рованного хаоса (или просто хаоса).

Проведенные в работе численные эксперименты показали примеры детермини-
рованности временных рядов, генерируемых всеми реализованными в модуле Frac-
tan 4.4 конечномерными нелинейными отображениями (отображения Хенона, Икеда, 
системы уравнений Лоренца, Ресслера и др.) [20].

Для проведения указанных экспериментов был использован специализированно 
разработанный программный модуль, позволяющий генерировать временные ряды 
различной природы, находить временную задержку, реконструировать аттрактор, 
формировать изменения корреляционной размерности в зависимости от размерности 
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фазового пространства (и таким образом, в случае сходимости, находить исходную 
корреляционную размерность). На рис. 2 приведен пример сходимости корреляцион-
ной размерности для отображения Хенона. Подобные результаты получены для всех 
упомянутых отображений.

Отметим, что из факта сходимости корреляционной размерности можно сделать 
вывод о детерминированном хаосе для аттрактора, реконструированного по времен-
ному ряду. Используя теорему Такенса [21], данное заключение можно распростра-
нить и на саму систему, генерирующую ряд наблюдений. При этом можно не знать 
структуры исходных данных, т.е. исследовать произвольный временной ряд, генери-
руемый источником нестационарных или хаотических данных.

Рис. 1. Виды изучаемых процессов

 

Рис. 2. Сходимость корреляционной размерност и для отображения Хенона 
в программном модуле Fractan 4.4

5. Аппроксимированная энтропия как идентификатор хаоса
Как было уже отмечено, другим известным фрактальным показателем, непосред-

ственно связанным с корреляционной размерностью, является аппроксимированная 
(корреляционная) энтропия. Учитывая характер сходимости корреляционной размер-
ности, зададим ее выражение в виде:

   ~ expn DC r r n ApEn  ,
где D – фрактальная размерность восстанов ленного ат  трактора, ApEn – искомое зна-
чение аппроксимированной энтропии. Соответственно, для (n + 1)-мерного фазового 
пространства будем иметь:

    1 ~ exp 1n DC r r n ApEn    .
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Поделив второе выражение на первое, получи м:
1 exp 1

exp
exp

n

n

n ApEnC r
ApEn

C r n ApEn
.

Таким образом,

 
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n n

n n

C r C r
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
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   
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,

или, если ввести логарифмическую функцию вида
lnn nr C r ,

то аппроксимированная энтропия будет определяться выражением:
1, n nApEn n r r r .

6. Результаты исследований
В работе были использованы 16 временных рядов, генерируемых нестационарны-

ми потоками котировок валют (см. табл. 1).
Таблица 1

Таблица фрактальных показателей для 16 исследуемых временных рядов

№ 
п/п

Валютные 
инструменты Задержка

Max 
размерность 
пространства 
вложения

Корреляционная 
размерность

Аппроксими-
рованная 
энтропия

1. EUR/USD 256 5 1.644 0.054
2. EUR/JPY 81 11 3.171 0.302
3. EUR/GBR 127 12 3.553 0.189
4. EUR/CHF 115 15 3.649 0.824
5. EUR/CAD 128 14 3.008 0.126
6. USD/CAD 129 8 2.662 0.400
7. USD/CHF 94 11 3.188 0.299
8. USD/JPY 112 15 2.845 0.103
9. GBR/CHF 109 13 2.940 0.123
10. GBR/JPY 98 10 3.432 0.321
11. GBR/USD 146 7 3.175 0.514
12. AUD/JPY 92 4 1.524 1.326
13. AUD/USD 148 10 2.648 0.205
14. CHF/JPY 162 6 2.670 0.503
15. NZD/USD 140 8 3.648 0.279
16. NZD/JPY 90 15 3.361 0.126

Количество наблюдений для каждого временного ряда составляет 14400 отсчетов 
(10 дней). Для численного исследования были использованы алгоритмы уже указан-
ного программного модуля Fractan 4.4 и вычислительной среды MatLab. В процессе 
анализа были реконструированы аттракторы (рис. 3; 4), найдены оптимальная за-
держка, корреляционная размерность, аппроксимированная энтропия. Отметим, что 
максимальную размерность пространства вложения рассматриваемое приложение 
находит автоматически, позволяя пользователю продолжить вычисления до размер-
ности пространства 37.
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Для каждого исследуемого временного ряда были построены кривые сходимости 
корреляционной размерности (пример для временного ряда  USD/CHF приведен на 
рис. 5) и кривые убывания аппроксимированной энтропии (пример для временного 
ряда USD/CHF представлен на рис. 6).

Сходимость корреляционной размерности была выявлена для всех исследуемых 
временных рядов. При этом для 10 временных рядов (62.5%) эта размерность была 
больше либо равна 10.

Отметим, что при увеличении максимальной размерности пространства вложения 
увеличивается относительная ошибка вычислений, достигающая до 30% от получен-
ного результата. Количество временных рядов с энтропией меньше 0,3 равно 8. При 
этом соответствующая корреляционная размерность была более 2.
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Рис. 5. Сходимость корреляционной размерности 
для котировок валют USD/CHF в программном модуле Fractan 4.4
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Рис. 6. Сходимость (кривая убывания) аппроксимированной энтропии 
для котировок валют USD/CH F в программном модуле Fractan 4.4

Первый временной ряд (EUR/USD) продемонстрировал регулярное поведение 
при реконструкции аттрактора. На рис. 7 приведен вид двухмерного аттрактора при 
произвольной временной задержке. В этом случае установлена наиболее высокая ско-
рость сходимости корреляционной размерности при наименьшем значении аппрокси-
мированной энтропии, что подтверждает установленный факт регулярности.

Рис. 7. Пример построения регулярного аттрактора 
для котировок валют EUR/USD в программном модуле Fractan 4.4

7. Заключение
Вопрос о природе наблюдаемых временных последовательностей является край-

не важным при разработке или выборе стратегии управления в нестационарных сре-
дах. В частности, установление факта динамического хаоса означает возможность 
управления на основе экстраполяционного прогноза в течение некоторого, заранее 
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неопределенного интервала времени. Для чисто случайного нестационарного процес-
са такая стратегия управления будет неэффективной, необходимо искать другие фор-
мы прогнозирования, например связанные с аналитическими исследованиями среды 
погружения.

В качестве исследования генезиса динамического процесса предлагается исполь-
зовать такие фрактальные показатели, как корреляционная размерность и аппрокси-
мированная энтропия. С этой целью предложен аппарат нелинейных вычислитель-
ных методов, позволяющих осуществить реконструкцию аттрактора динамической 
системы по произвольному временному ряду и оценить значения соответствующих 
фрактальных мер. Предложенная технология реализована в нескольких программных 
комплексах. В частности, в рассмотренных практических применениях хорошо заре-
комендовал себя программный модуль Fractan 4.4.

В качестве примера были получены оценки значений указанных фрактальных мер 
для 16 временных рядов, образованных наблюдениями за динамикой котировок ва-
лют. Установлены необходимые для вычислений параметры – временная задержка и 
максимальное значение размерности пространства вложения. Показана сходимость 
корреляционной размерности для всех исследуемых временных рядов, найден вид 
соответствующих кривых сходимости, установлено стремление к нулю кривых ап-
проксимированной энтропии.

В процессе исследований выявлен пример реализации детерминированного хаоса 
с регулярным аттрактором, показан его вид и получены необходимые значения пара-
метров. Обнаружено стремление кривой корреляционной размерности к постоянной 
величине уже для размерности пространства вложения, равном 5. Соответствующее 
значение аппроксимированной энтропии в указанном пространстве вложения равно 
0,054, что является минимальным на множестве исследуемых в работе временных 
рядов. Найденный регулярный случай с приведенным численным анализом и демон-
страцией предсказуемого поведения фрактальных показателей делает возможной 
реконструкцию динамической системы, соответствующей поведению временного 
ряда.
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